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Hinweise und Fehlerberichtigung

Diese Arbeit wurde 1994 auf einem Apple MacIntosh IIx und einem Laser-
Writer II NTX unter Verwendung von Freehand 3.0, Mathtype 3.1 und Page-
maker 5.0 erstellt und gedruckt. Leider sind sémtliche Layoutsysteme damals wie
heute erheblich von den verwendeten Zeichensitzen abhéingig. Trotzdem ist es uns
gelungen, die Arbeit weitestgehend wieder herzustellen, obwohl einige Zeichen-
sitze nicht mehr zur Verfiigung standen. Im Zuge dessen wurden einige Details
in den Postscriptdateien per Hand ersetzt, um die Arbeit lesbarer zu machen.

Im Gegensatz zu meiner spiteren Arbeit ”Stationary Queueing Models” geht
die vorliegende Arbeit verstirkt auf die Grundlagen der Warteschlangentheorie
ein. Sie kann somit als Einstieg in meine spéteren Arbeiten gesehen werden. Ein
weiterer Unterschied besteht in der Wahl der Sprache, die gesamte Arbeit ist in
Deutsch gehalten.

Wie bei jedem grofleren Unterfangen haben sich auch hier kleinere Fehler
eingeschlichen. Diese werden im Folgenden benannt und die entsprechenden Berich-
tigungen angegeben:

e Seite 11: Gleichung [1.12] sollte richtig X = >">° | u,.p, lauten.
e Seite 28: In Gleichung [2.32] sollte der obere Term fiir

-1
pe (140 3 o)

n=m-+1



lauten, es fehlt die Inversion.

Seite 30: Hier ist Formel [2.38] unvollstéindig, es gilt

Pr{Stau} =  Pr{m oder mehr Kunden im System}
= = 1 . 1, 1
= T;pn = ;—m!mn_mp Po= il T P

Seite 33 Absatz 2.2.4: Statt Anschnitt lies Abschnitt.

Seite 41 Absatz 3.3.1: der Mittelwert der Bedienzeitverteilung ist i (A
beschreibt die Ankunftsrate !).

Seite 59: In der zweiten Formel von unten ist der Konvergenzpunkt des
Limes falsch angegeben, der richtige Ausdruck lautet lim,, Wq(n) (t) =
W, (2).

Seiten 59 und 60: Hier tritt des ofteren (siehe Formeln [3.59], [3.60], [3.61]
und [3.62]) der Ausdruck U (z) auf, dieser ist durch u(z) zu ersetzen.

Seite 76: Hier wurde das Elementsymbol in Formel [B.5] nicht richtig gesetzt,
stattdessen lies Vo € R.
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1. EinfUhrung

Ob in Superméarkten, in 6ffentlichen Amtern oder im Verkehrsstau - tiberall wird gewartet. Und warum warten
wir? Wohl deswegen, weil zu bestimmten Zeiten des Tages mehr Leute bedient werden wollen, als bedient
werden kdnnen.
Gleichzeitig mit den Warteschlangen, die sich vor den Schaltern bilden, tauchen Fragen auf wie z.B.

* Wie lange mussen die Kunden warten?

» Wie lange wird die Schlange?

» Wie kann ich meine Leute einsetzen, um die Wartezeiten zu verkirzen?
In der Warteschlangentheorie wird versucht, auf all diese und andere Fragen Antwort zu finden.

1.1 Geschichte der Warteschlangentheorie

Als Vater der Warteschlangentheorie kann der Déne A.K. Erlang angesehen werden, der sich als erster an die
mathematische Behandlung von Telefongesprachen wagte. Den Startschul® setzte er mit seiner 1909 veréffent-
lichten Arbeit The Theory of Probabilities and Telephone Conver sations.

In den 30" er Jahren wurde der néchste Meilenstein in der Warteschl angentheorie gelegt, die Pollaczek-K hintchine-
Formel. Diese von Felix Pollaczek entwickelte Formel ermoglichte erstmals eine stark vereinfachte Berech-
nung der Kunden in einem Wartesystem mit allgemeinen Annahmen.

Im Jahr 1951 veroffentlichte D.G. Kendall seine Arbeit Uber das Konzept der eingebetteten Markovketten. Von
ihm stammt auch die noch heute giiltige Notation fir Warteschlangensysteme.

Fast zur gleichen Zeit entwickelte Lindley eine Gleichung zur Berechnung der mittleren Wartezeit in einem
System mit sehr allgemeinen Annahmen.

Biszum Jahr 1957 lag das Hauptaugenmerk auf einzelnen Bedienstationen. Jackson beschéftigte sich als erster
eingehend mit Warteschlangennetzen und fand heraus, da3 man die L&sung eines offenen Warteschlangen-
netzes unter bestimmten Bedingungen aus den Ldsungen der einzelnen Warteschlangenknoten zusammenset-
zen kann (Produktforml6sung). Gordon und Newell zeigten, dal3 auch geschlossene Netzwerke unter den sel-
ben Annahmen eine solche Produktforml dsung besitzen.

Mit dem Auftreten von Computern und Computernetzwerken erkannte man die Warteschlangentheorie als lei-
stungsstarkes Design- und Analyseinstrument.

1.2 Charakterisierung der Warteschlangenprozesse
Zur Charakterisierung von Warteschlangenprozessen benétigt man folgende Angaben:
» Ankunftsprozef3
...WiegroRRist der Zeitabstand zwischen den einzelnen Kunden?
...Kommt immer nur ein Kunde oder kommen auch Gruppen an?
* Bedienprozel
...Wie lange dauert die Bedienung?
...Ist die Dauer der Bedienung von der Anzahl der Kunden abhangig?
» Warteschlangendisziplin
...Wird einer nach dem anderen abgefertigt oder wird jemand bevorzugt?
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» Systemkapazitét
...Wieviele Leute passen in das Wartezimmer?
e Anzahl der Bediener
...Wie viele Bedienmdglichkeiten stehen zur Verfligung?
...Wenn ein weiterer Bediener hinzugefugt wird - wie andert sich die Wartezeit?
e Zusammensetzung der Bedienstufen
...Wieviele Bediener miissen passiert werden und wie lange dauert das?
Es sind einige Fragen angefihrt, die in Zusammenhang mit den jeweiligen Punkten immer wieder auftreten.
Die Komponenten eines Warteschlangensystems sind in Abb.1.1 dargestellt.

Warteschlange

S AR | P

Erwn——— AR

Ankinfte Abgange

|
i

Warteraumkapazitat
+
Anzahl d. Bediener
Systemkapazitat

Abb 1.1 Schematische Darstellung eines Warteschlangenprozesses

1.2.1 Ankunftsprozeld

Die Beschreibung des Ankunftsprozesses kann auf zweierlei Arten erfolgen, zum einen durch Angabe der
Verteilung der Anklnfte selbst, zum anderen durch Angabe der Verteilung der Zwischenankunftszeiten. Die
Zwischenankunftszeiten sind die Zeiten zwischen den einzelnen Ankiinften (siehe auch Abbildung 1.2)

_ Ankinfte

N

G2 LR b
Zwischenankunftszeiten

Abb 1.2. Zusammenhang Ankunftszeiten - Zwischenankunftszeiten




In der Warteschlangentheorieist es Ublich, die Verteilung der Zwischenankunftszeiten anzugeben. Die zugeho-
rige Verteilung der Ankiinfte 183t sich aus der Verteilung der Zwischenankunftszeiten ermitteln.
Bezeichnet t; die Zeit zwischen zwei Ankunften zu den Zeitpunkten T; und T;_;

t=Ti-Tia
[1.1]
und sind die (t;) fiir allej unabhangig und exponential verteilt mit Parameter A
Pr{tj > t} —e™M
[1.2]

so ist die Anzahl der Ankiinfte N, im Zeitraum [0,t] poissonverteilt:

j
prin, = jf = e

Die mathematische Herleitung ist in [GROS74] und [GROS85] in Kapitel 1.8 oder in[COOP72] in Kapitel 2.5
zu finden. Ausgehend von der kompletten Zufalligkeit der Ankinfte bietet [COX61] in Kapitel 1.3 einen ande-
ren Ansatz.

Die Exponentialverteilung ist die wahrscheinlich wichtigste Verteilung in der Warteschlangentheorie, sieist die
einzige kontinuierliche Verteilung, die die Markoveigenschaft erflllt. Diese besagt, dal die Vergangenheit kei-
ne Auswirkung auf die Zukunft hat. Im Falle der Verteilung der Ankiinfte bedeutet dies, dal3 die seit der letzten
Ankunft vergangene Zeit keinen Einflul3 auf die Verteilung der Zeit bis zur nachsten Ankunft hat. Sind bei-
spielsweise die Ankuinfte von Zigen poissonverteilt und kommen im Mittel alle 30 Minuten Ziige am Bahnhof
an, so erwartet ein Reisender, der 25 Minuten nach der letzten Ankunft der Zuges am Bahnhof eintrifft, eine
Wartezeit von 30 Minuten. Dies ist kein Widerspruch, da man von poissonverteilten Ankiinften ausgeht. Im
Falle deterministisch verteilter Ankiinfte ware die Wartezeit 5 Minuten.Diese Eigenschaft der Gedéachtnislosigkeit
erleichter die mathematische Behandlung von Warteschlangen mit Poissonankiinften, dadie Zeit seit der letzten
Ankunft im Modell nicht berticksichtigt werden mul3.

Daher ist man auch versucht, einige mit der Exponentialverteilung verwandte Verteilungen auf diese zurtickzu-
fUhren. Dazu gehdren u.a. die Erlangverteilung und die Hyperexponential verteilung. Bel der Bildung desModells
geht man davon aus, daf? die Ankiinfte gerade einen erlang- oder hyperexponentiell verteilten Bediener (siehe
nachster Abschnitt) verlassen haben. Beide Verteilungen lassen sich durch Verkntpfung mehrerer
Exponentialverteilungen erzeugen. Natirlich gibt es noch weitere Verteilungen, die sich auf diese Weise ver-
wenden lassen. Dazu gehéren die Hypoexponentialverteilung, die Coxverteilung und andere Erlangmisch-
verteilungen. Der Vorteil al dieser Verteilungen besteht darin, dal3 sie leicht zur Approximation anderer, meist
empirischer Verteilungsfunktionen herangezogen werden konnen. Ein solchesVerfahrenwird z.B. in [SCHM87]
vorgestellt und in [SCHM89] erweitert. Mit der Parameterschatzung fir Coxverteilungen beschéftigt sich
[KRAMQ3].

Diewohl einfachste Form einesAnkunftsprozessesist der Ankunftprozef3 mit deterministisch verteilten Zwischen-
ankunftszeiten. Bis auf den Fall deterministisch verteilter Zwischenankunfts- und Bedienzeiten gestaltet sich
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eine mathematische Behandlung schwieriger alsbei Systemen mit poissonverteilten Ankiinften. Dies kann dar-
auf zuriickgefihrt werden, dai die deterministische Verteilung nicht gedachtnislosist.

Bisher wurden nur kontinuierlich verteilte Zwischenankunftszeiten betrachtet, d.h. Ankiinfte kdnnen zu jedem
Zeitpunkt erfolgen. Besonders im Bereich der Computernetzwerke treten oft Architekturen auf, die eine fixe
Paketlange vorschreiben (z.B. ATM). Damit bildet die Zeit, ein solches Paket zu Ubertragen, einen Basi sparameter
des Modells. Die in anderen Warteschlangenmodellen kontinuierliche Zeit wird nun in Sots unterteilt und gibt
daher Anlal3 zur Verwendung von diskreten Verteilungen zur Beschreibung des Ankunftsprozesses. Das diskre-
te Analogon zur Exponentialverteilung ist die geometrische Verteilung. Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit
einer Ankunft, so kann mit Hilfe der geometrischen Verteilung die Wahrscheinlichkeit fir eine Ankunft genau
im i-ten Slot berechnet werden:

Pr{AnkunftinSloti} = (1- p)i_lp

[1.3]
Wie die Exponentialverteilung ist auch die geometrische Verteilung gedéchtnislos. Bel geometrisch verteilten
Zwischenankunftszeiten ist der Ankunftsprozel3 ein Bernoulliprozef3.
Pr{1Ankunft} = p
Pr{keineAnkunft} =1-p [1.4]
Pr{mehr als1Ankunft} = 0

Weiters von Interesse ist auch die Binominalverteilung, sie ermdglicht die Berechnung der Wahrscheinlichkeit
von Kombinationen einer bestimmten Anzahl von freien und belegten Slots.
Eine Beschreibung von diskreten Ankunftsprozessen ist in [ROBE94] Kapitel 6.3 zu finden.

Doch nun zuriick zur Poissonverteilung. Fal3t man n verschiedene Poissonstrome mit Zwischenankunftsverteilung
1—e ' fiiri=1...n zusammen, so erhalt man wieder einen Poissonstrom, der nun die Zwischenankunftsverteilung
1—e M¥hate+halt podit Bei umgekehrtem Vorgang verhdlt es sich genauso. Wird ein Poissonstrom in n
Strome mit Wahrscheinlichkeit p; fur i=1...n aufgespalten, so entstehen wieder n Poissonstréme.

Ay piA
Ao Py A
! AM+Ay+ . +A, A !

An Pnh

Abb 1.3. Verschmel zen und Aufspalten von Poissonstrdmen

Dabei bezeichnet A die Ankunftsrate. Sie kann aus der mittleren Zwischenankunftszeit t wie folgt ermittel
werden:

=X

Eine weitere mogliche Interpretation von A ist die mittlere Anzahl von Auftrégen pro Zeiteinheit.
Von technischer Seite aus kann man dem diskreten Bernoulliprozef? eine dhnliche Eigenschaft verleihen. Wer-

[1.5]




den n Bernoulliprozesse mit identischem Parameter p und gleich grof3en Slots verschmol zen (gemultiplext), so
entsteht ein neuer Bernoulliprozel3. Die neue Slotgrofie betrégt jetzt nur noch 1/n der urpriinglichen Slotgréfie.
Die Ubertragungsgeschwindigkeit in solchen Multiplexstrecken ist dann um vieles hoher als bei der normalen
Strecken. Nach dem Aufspalten entstehen dann wieder die urspriinglichen "langsamen” Bernoulliprozesse.

Auch bei algemein verteilten Zwischenankunftszeiten sind noch Ergebnisse moglich. Weitaus angenehmer ist
es jedoch, mit den zuvor genannten Approximationen zu arbeiten.

Neben der Verteilung der Zwischenankunftszeiten gibt esnoch andere Kriterien, die den Ankunftsprozef3 beein-
flussen kdnnen. So gibt es verschiedene Formen von Ungeduld bei Kunden. Zum einen gibt es gehemmte
Kunden, die bel zu langen Warteschlangen sich nicht in die Warteschlange eingliedern wollen und das Warte-
system wieder verlassen, zum anderen gibt es Kunden, die sich eine gewisse Zeit anstellen, dann die Gesamt-
wartezeit schdtzen und das System gegebenenfalls wieder verlassen. Im ersten Fall wird eine "Hemmfunktion™
eingefiihrt und im zweiten Fall wird die Abgangsrate (siehe néchster Abschnitt) erhdht. Neben den genannten
gibt esnatirlich auch noch andere L 6sungsmdglichkeiten. Ein weiteresinteressantes Phéanomen sind die Gruppen-
ankunfte. Bei den meisten Modellen wird der Einfachheit wegen von Einzelankiinften ausgegangen.

1.2.2 Bedienprozef3

Der Bedienprozef3 wird durch die Verteilung der Bedienzeiten charakterisiert. Jedoch wird auch hier nicht die
mittlere Bedienzeit S, sondern die mittlere Bedienrate L als Parameter fur die meisten Verteilungen herangezo-
gen. Der Zusammenhang ist wie folgt definiert:

h=T%
[1.6]

Die einfachsten Modelle lassen sich mit Hilfe der gedéchtnislosen Exponentialverteilung erzeugen. Allerdings
ist die Praxisnahe bei solchen Methoden stark in Frage gestellt. Darum ist man auch dazu Ubergegangen, ver-
schiedene Modelle mit Hilfe von hyperexponentiell bzw. erlangverteilten Bedienern zu erstellen. Diese Bedie-
ner lassen sich durch parallel bzw. seriell verknipfte exponentialverteilte Bedieneinheiten darstellen. Jeder
dieser exponential verteilten Bediener wird al's Phase bezei chnet, man spricht also von einem hyperexponentiell
bzw. erlangverteilten Bediener mit k Phasen. Diesist in Abb 1.4 graphisch dargestellt.

Alle diese Verteilungen eignen sich zur Approximation von allgemeinen Verteilungen. Dabei kann die
Exponentialverteilung zur Naherung von Verteilungen mit einem Variationskoeffizienten um 1 verwendet wer-
den. Ist der Variationskoeffizient groRer als 1, sollte die Hyperexponentialverteilung, ist er kleiner als 1 die
Erlangverteilung herangezogen werden. Dabei ist die Bestimmung der einzelnen Parameter von grof3er Wich-
tigkeit. Die Wahl der richtigen Verteilung und die Schétzung der Parameter wird in [GROS85] Kapitel 6.6
behandelt.

Neben den oben genannten gibt es noch Erlangverteilungen, die sich mit Hilfe der Phasendarstellung erkléaren
lassen. Dazu gehdren die Hypoexponential- und die Coxverteilung. Erstere ist eine Verallgemeinerung der Er-
langverteilung auf eine Verteilung mit k sequentiellen Phasen bei unterschiedlichen Bedienraten je Phase. Die
Coxverteilung ist eine Verteilung mit k sequentiellen Phasen, wobel der Bediener nach jeder Phase verlassen
werden kann. Eine Darstellung dieser Bedienverteilungenist in [BOLC89] Kapitel 2.2.2 zu finden. Fir Interes-
senten an einem Approximationsverfahren, welches Erlangverteilungen zur Naherung von empirischen
Verteilungsfunktionen heranzieht ist [SCHM87] und [SCHM89] und [KRAM93] zu empfehlen.
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%@%
exponentialverteilter
Bediener

hyperexponentiell verteilter
Bediener mit k Phasen

erlangverteilter Bediener mit k Phasen

Abb 1.3 Verschiedene Bediener

Bisher wurden nur Systeme mit kontinuierlich verteilter Bedienzeit behandelt. Bendtigt man jedoch ein Modell,
in dem Ereignisse nur in bestimmten Zeitintervallen auftreten dirfen, so bietet sich die gedéchtnislose geome-
trische Verteilung zur Beschreibung des Bedienverhaltens an. Dabei wird die Zeit in sogenannte Sots einge-
teilt. (Na@heres dazu: siehe voriger Abschnitt)

Weiterslassen sich Ereignisse fir Modelle mit deterministischen bzw. allgemein verteilten Bedienzeiten ermit-
teln. Die Berechnung gestaltet sich meist kompliziert, da der Vorteil der Gedachtnislosigkeit nicht gegeben ist.

Eine tabellarische Darstellung der wichtigsten Verteilungen befindet sich im Anhang (Tab. D.1-D.3). Neben
den Dichtefunktionen sind dort auch Erwartungswert und Varianz angefuhrt.

Zusétzlich zur Bedienzeitverteilung gibt es auch noch andere Kriterien, die das Bedienverhalten beeinflussen.
So gibt es auch die Mdglichkeit einer zustandsabhéngigen Bedienung. Je nach Anzahl der Kunden im System
wird der einzelne Kunde schneller oder langsamer bedient. Ein Schalterbeamter bemerkt, wie sich eine schier
endlose Schlange aufbaut und beeilt sich entweder mit der Abfertigung, um bis Dienstschlu3 fertig zu sein oder
er setzt die Arbeit entmutigt fort, da die Warteschlange ja doch nicht kleiner wird.

Weiters gibt es die Mdglichkeit der Gruppenbedienung, d.h. ein Bediener fertigt mehrere Kunden auf einmal
ab. Dabel sind zwei Falle zu unterscheiden. Zum einen besteht die M églichkeit, dal3 der Bediener auch weniger
Kunden gemeinsam abfertigt, alsihm mdoglich ist, zum anderen wartet er, bis so viele Kunden eingetroffen sind,
dai’ eine volle Gruppe bedient werden kann.




1.2.3 Warteschlangendisziplin
Die Warteschlangendisziplin gibt an, in welcher Art und Weise die einzelnen Kunden aus der Warteschlange
zur Bedienung ausgewahlt werden. Beispielhaft sind nun die wichtigsten Disziplinen genannt und beschrie-
ben:
 FCFS (First-Come-First-Served) bzw. FIFO (First-In-First-Out)
Die Kunden werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft bedient.
* LCFS (Last-Come-First-Served) bzw. LIFO (Last-In-First-Out)
Der zuletzt angekommene Kunde wird zuerst bedient. Diese Disziplin eignet sich zur Modellierung von
Stapel problemen.
* RSS (Random-Sel ection-For-Service) bzw. SIRO (Service-In-Random-Order)
Die Auswahl des nachsten Kunden aus der Warteschlange erfolgt zufallig.
* PRI (Priority)
Die einzelnen Kunden werden einer bestimmten Prioritétsklasse zugeordnet. Kunden einer hdheren
Prioritatsklasse werden Kunden einer niederen Prioritdtsklasse vorgezogen. Bei Kunden mit gleicher
Prioritét erfolgt die Auswahl nach FCFS.
Weiters werden folgende Prioritétsfunktionen unterschieden: Im preemptiven Fall darf ein Kunde mit
hoherer Prioritét einen Kunden niederer Prioritét aus der Bedieneinheit verdréngen, um selbst gleich
abgefertigt zu werden. Der verdrangte Kunde wird nach bestimmten Gesetzmélligkeiten wieder in die
Warteschlange eingereiht. Im nicht-preemptiven Fall darf sich der Kunde mit der héchsten Prioritét in
der Warteschlange an erster Stelle einordnen. Besonders in letzter Zeit interessant geworden sind die
dynamischen Prioritéten, d.h. die Prioritdten andern sich in Abhangigkeit von der Zeit.
* RR (Round-Robin)
Die Bedienung eines Kunden erfolgt innerhalb eines vorgegebenen Zeitintervalls. Uberschreitet die
Gesamtbedienzeit des Kunden die Lénge dieses Intervalls, so wird dieser an letzter Stelle einer FSFS-
Warteschlange eingereiht. Diese Strategie ist beispielsweise bei der Modellierung von synchronen
Multiplexern interessant.

1.2.4 Systemkapazitat

Bel vielen Modellen ist die Warteraumkapazitét begrenzt. Wird die Systemkapazitéat (Warteraumkapazitét +
Kunden in Bedienung) erreicht, so werden neu ankommende Kunden abgewiesen.

Diese Situation beschreibt u.a. auch die einfachste Form eines gehemmten Kunden. Sobald das Limit erreicht
ist, wird das System nicht betreten.

1.2.5Anzahl der Bediener

Besitzt ein System mehrere Bedieneinheiten, so miissen zwei Falle unterschieden werden. Zum einen verfligen
die Bedienkandle Uber eine gemeinsame Warteschlange, zum anderen verfigt jeder Kanal Uber eine eigene
Warteschlange.
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Warteschlange ‘ |
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Kanéle Kanéle mit eigenen

Warteschlangen

Abb 1.5 Unterscheidung von Mehrfachbedienern

Im zweiten Fall geht man allerdings von mehreren unabhangigen Einzelbedienern aus. Im ersten Fall kann ein
aquivalenter lastabhangiger Einzelbediener erzeugt werden, der dem Mehrfachbediener entspricht. Abhéngig
von der Anzahl der Bediener m und der Anzahl der Kunden um System k ergibt sich folgende lastabhéngige
Bedienrate

_ ku far 1<k<m
= mu fiir k>m

[17]
Dabei bezeichnet p die fir jeden Bedienkanal gleiche mittlere Bedienrate.

1.2.6 Zusammensetzung der Bedienstufen

Besondersinteressant im Zusammenhang mit Warteschlangennetzenist die Zusammensetzung der Bedienstufen.
Wie bereits erwahnt, lassen sich sequentiell angeordnete Bediener mit exponentiell verteilten Bedienzeiten zu
einem erlang- bzw. hypoexponentiell verteilten Bediener zusammenfassen. Fiir eine Vielzahl von Modellen ist
jedoch keine aggregierte Verteilung der einzelnen Bedienzeitverteilungen bekannt. Solche Warteschlangen-
netze kbnnen mit geeigneten Algorithmen analysiert werden.

1.2.7 Notation
Zur Beschreibung einfacher Warteschlangensysteme hat sich die folgende auf D.G. Kendall zuriickgehende
Kurzbeschreibung durchgesetzt.

Dabei bezeichnet A die Verteilung der Zwischenankunftszeiten und B die Verteilung der Bedienzeiten. Weiters
driickt m dieAnzahl der Bediener und K die maximaleAnzahl der Kunden im System aus. Die Warteschlangen-
disziplin wird durch DIS beschrieben. In Tab. 1.1 sind alle Positionen und die gangigsten Kurzbezeichnungen
zusammengefalt.




Position Kapitelverweir Jymbol Beschreibung
Verteilung der 121 M Exponentialverteilung
Zwischenan- D Deterministische Verteilung
kunftszeiten A E, Erlangverteilung mit k Phasen
H Hyperexponentialverteilung mit k Phasen
C, Coxverteilung mit k Phasen
GEO Geometrische Verteilung
(€] Allgemeine Verteilung
€] Allgemeine unabhangige Verteilung
Vertellung der 1.2.2 M Exponentialverteilung
Bedienzeiten B D Deterministiscche Verteilung
E, Erlangverteilung mit k Phasen
H, Hypoerexponentialverteilung mit k Phasen
C, Coxverteilung mit k Phasen
GEO Geometrische Verteilung
(€] Algemeine Vertellung
Anzahl der 12.5 1,251, y 00
Bediener m
Jytemkapazitat K 124 251, ,%°
Warteschlangen- 12.3 FCES First-Come-First-Jerved
disziplin DIS LCFS Last-Come-First-Jerved
RIS Random-Jelection-For-Service
PRI Priority
RR Round-Robin
rs Processor-Jharing
€] General Discipline

Tab 1. 1 Warteschlangennotation

Dabei ist zu beachten, dal3 nur die ersten 3 Positionen angegeben werden mussen. Die anderen kénnen, sofern
sievon den in Tabelle 1.1 unterstrichenenen Standardwerten nicht abweichen, weggel assen werden.

Beispiel 1.1
Bezeichnet M/D/2/100/PRI ein Warteschlangensystem, so kénnen folgende Fakten abgelesen werden:
o Exponentialverteilte Zwischenankunftszeiten, d.h. poissonverteilte Ankinfte
e Deterministische Verteilung der Bedienzeiten
e 2 Bediener
e Systemkapazitét 100, d.h. es gibt 98 Warteplatze
Prioritatsvergabe als Strategie
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Fur ein GEO/GECQO/1 System gilt:

e Geometrisch verteilte Zwischenankunftszeiten, d.h. der Ankunftsproze3 ist ein Bedienprozeld
» Geometrisch verteilte Bedienzeiten

1 Bediener

o Systemkapazitét - , d.h. die Warteschlange puffert alle Ankiinfte

e FCFSals Strategie

Ein M/M/1/ e /L CFS-System kann auch so bezeichnet werden: M/M/Y//LCFS

NatUrlich kénnen mit dieser Kurzschreibwei se nicht alleCharakteristika beschrieben werden. Die zusétzlichen
Details werden dann durch geeignete Symbole oder Ergénzungen beschrieben. Beispielsweiseist " M*/M/1"
ein System mit Gruppenankiinften. Fir den zweiten Fall kann das "M/M/2-System mit heterogenen Servern"
als Beispiel dienen. Es bezeichnet ein System, welches zwei Bedienkanal e mit unterschiedlichen Bedienraten
besitzt.

1.3 Lestungsgr 63en von War teschlangenpr ozessen

Ziel bei der Modellierung von Warteschlangensystemen ist es, interessante L ei stungsgrof3en wie die Wartezeit
oder die Anzahl der Kunden im System zu ermitteln. Dabei wird meist von einem stationdren System ausge-
gangen. Dies bedeutet, dald das System schon eine unbestimmte Zeit in Betrieb ist und sich in einem
Gleichgewichtszustand eingependelt hat. Dieses Einpendelnist mit den geddmpften Schwingungen eines Regel -
systems vergleichbar. Systeme, die sich nicht im Gleichgewicht befinden, sind nur schwer oder gar nicht zu
analysieren.

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Grofen beschrieben und ihre Zusammenhénge erlautert.
¢ Die Zustandswahrscheinlichkeit p,, beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dal? sich ein stationares
Warteschlangensystem im Zustand n befindet:

P, = Pr{nKundenim System}
[1.9]
Bel Systemen, die sich nicht im Gleichgewicht befinden, ist die zusétzliche Angabe eines Zeit-

parameters t notwendig.
* Die Verkehrsintensitéat beschreibt das Verhadltnis von Ankunftsrate zu Bedienrate:

 Die Auslastung u gibt den Anteil der Gesamtzeit an, in der eine Bedieneinheit aktiv ist:

uzlmuz%n

[1.9]

[1.10]
Besitzt das betrachtete Warteschlangensystem nur einen Bediener, so ist die Auslastung gleich der
Verkehrsintensitét. Betragt die Auslastung 100%, so spricht man von einem voll ausgelasteten Sy-
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stem. Liegt hingegen Uberlast vor, d.h. die Auslastung ist groRer als 100%, so handelt es sich um
kein stationéres System. Die vereinfachten Formeln kénnen infol gedessen nicht angewandt werden.
Eine notwendige Bedingung fur ein stabiles System mit unendlichem Warteraum lautet daher

u<l

[1.11]
Darausist ersichtlich, daf? ein voll ausgel astetes System nicht stationér ist. Im Gegensatz zum Uber-
lastfall, bei dem mehr Auftréage ankommen als abgefertigt werden kénnen, ist die Erklérung nicht so
intuitiv. Eine mogliche Interpretation wére, dald esfir den Bediener immer schwerer wird, die wach-
sende Schlange abzubauen, da die mittlere Bedienrate gleich der mittleren Ankunftsrate ist.
Bedingung [1.11] ist alerdings nicht immer ausreichend, um das untersuchte System als stabil zu
bezeichnen. Systeme, bei denen die gemessenen, momentanen Auslastungen weit gestreut sind, nei-
gen dazu, vom Normallastbereich in den Uberlastbereich umzuschlagen. Die zu hohe momentane
Auslastung fhrt dann zu einem Zusammenbruch des Systems. Diese Gefahr ist besondersbei Proto-
kollen, die Kollisionen zulassen, gegeben (z.B. Ethernet). Esist durchaus moglich, dal? eine mittlere
Auslastung von 90% zu einem Fehlverhalten fihrt. Werden allerdings Verfahren analysiert, die von
vornherein keine Kollisionen zulassen (z.B. Token Ring), so besteht diese Gefahr nicht.

» Der Durchsatz X bezeichnet die mittlere Anzahl von Kunden, die pro Zeiteinheit bedient werden
(Abgangsrate). Sofern ein System stabil ist, ist die Abgangsrate gleich der Ankunftsrate A .

X= Z:+1ann
[1.12]
» Alsmittlere Antwort- oder Vlerweilzeit W bezeichnet man die Zeit, die ein Kunde im Wartesystem
verbringt.
« Diemittlere Wartezeit W, gibt jene Zeit an, die sich ein Kunde bis zum Beginn seiner Bedienung
in der Warteschlange aufhélt. Es gilt folgender Zusammenhang:

W=Wq+§=wq+%l

[1.13]
Die mittlere Anzahl der Kunden L im Wartesystem kann mit Hilfe der Definition des Erwartungs-
wertes errechnet werden:

=)

L :E(N): nzlnpn
[1.14]
Dabei bezeichnet N die Zufallsvariable "Kunden im System"”.

» Die mittlere Warteschlangenlange L, gibt die mittlere Anzahl der Kunden in der Warteschlange
an.
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» Das Gesetz von Little (1961):
Zwischen der mittleren Anzahl der Kunden im System und der mittleren Antwortzeit gibt es folgen-
den Zusammenhang:

L =AW
[1.15]
Fir die mittlere Warteschlangenl@nge und die mittlere Wartezeit: gilt
Ly =AW,
[1.16]

Bemerkenswert ist, dal3 das Gesetz von Little fir G/G/m-Systeme gliltig ist. Auch Systemkapazitét
und Warteschlangendisziplin haben keinen Einflul?. Das Gesetz von Litte kann, wie in folgender
Zeichnung dargestellt, graphischhergeleitet werden:

Anzahl der Kunden

Zeitt

Abb 1.6 Ein Beweis fir das Gesetz von Little

Innerhalb eines bestimmten Intervalls [0,t] bezeichnet A, die Anzahl der Ankiuinfteund D, dieAn-
zahl der Abgange. Die Differenzvon A, und D, ergibt N,, dieAnzahl der Kundenim System zum
Zeitpunkt t:

Ny =A;—-D;
Bezeichnet A, die Ankunftsrate im Intervall [0,t], so gilt

A

M=t

Ausder Flache R, zwischen A, und D; kann die mittlere Anzahl der Kunden L, zum Zeitpunkt t
ermittelt werden

Dabei kann R, alsdie Gesamtwartezeitim Intervall [0,t] interpretiert werden. Nun kann die mittlere
Wartezeit jedes Kunden W, leicht eruiert werden:
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Werden die drei letzten Formeln zusammengefaldt, so ergibt sich

Lt=%=wttAt

= Wt7"t

L& man nun t — - gehen, so kann daraus die bereits bekannte Gleichung [ 1.15] bestimmt werden.
Mit Hilfe des Gesetzes von Little und Gleichung [1.13] lassen sich aus einem bekannten Wert die
restlichen L eistungsgrofien berechnen (z.B. aus L folgen W, W, und schliefdlich L ).

Beweise fir das Gesetz von Little sind fast Uberall in der Fachliteratur zu finden. Beispielsweise
seien einige Bucher aufgezéhlt:

[GROS74], [GROS85], [KLEI74] und [LANG92].

Eine Zusammenstellung von Beweisen liefert [ROBE94] in Kapitel 2.3. Der Originaltext wurdevon
J.D.C. Littleverfaf3t und unter dem Namen A Proof of the Queueing Formula L = AW in Operations
Research 9 im Jahr 1961 vertffentlicht. Eine gute Zusammenstellung der Leistungsgréfzen fir
Warteschlangensysteme und -netze liefert [BOLC89] Kapitel 2.2.4.

1.4 Deter ministische Wartesysteme

Die einfachsten Modelle in der Warteschlangentheorie sind die D/D/m-Systeme, da zu deren Beschreibung
keine Verteilungsfunktionen nétig sind. Alle Systeme dieser Art lassen sich graphisch |6sen. Der nun folgende
Ansatz entspricht dem von [GROS85] Kapitel 1.7.

Dort wird von einem System mit einem Bediener und einer Kapazitét K -1 ausgegangen, es handelt sich infolge-
dessen um ein D/D/1/K-1 System. Ferner sind die Bedienzeiten gréf3er als die Zwischenankunftszeiten, es gilt
also A >pbzw.5>t. Ein System dieser Art ohne Warteraumbeschrénkung wére Uberlastet. Bei voller Warte-
schlange werden Neuankinfte abgewiesen.

Bezeichnet N, die Anzahl der Kunden zum Zeitpunkt t, so gilt fur die Periode zwischen erster Ankunft und
erster Abweisung

N, = {Anzahl d. Ankiinfteim Intervall (0, t]} — { Anzahl d. Abgangeim Intervall (0, t]}

t-—t u
ot {ut-=
s * (“ x)

—+l| —+

[1.17]
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Zunéchst wird ein deterministisches Wartesystem untersucht, bei dem die Bedienzeit ein Vielfaches der An-
kunftszeit ist.

Ankunfte
t 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
N¢ 1 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4
\
Abgange | Gleichgewichtszustand

Abb 1.7 Ein D/D/1/4-Systemmit t=35=6

Fur ein D/D/1/4-System mit einer Zwischenankunftszeit von t = 3 und einer Bedienzeit von S= 6 ergibt sich
aus Abbildung 1.7:

0 (t<3)
N, = %_(é_%) (3<t<24)
4 (t>24)

Bevor die Wartezeit ermittelt werden kann, miissen einige neue Bezeichnungen eingefiihrt werden:
n - Laufnummer fur die n-te erfolgreiche Ankunft
s ... Servicezeit der n-ten Kunden, S™= 6 fir n=1,2,...

T(M ... Zwischenankunftszeit zwischen dem n-ten und dem (n+1)-ten Kunden. Im

Gleichgewichtszustand ist T™V= 6, sonst 3.
W, (" .- Wartezeit der n-ten Kunden

Im Gleichgewichtszustand gilt far W, "+

W, =W, +6-6

sonst

1) _
W, = w, (™ +6-3

Dader erste Kunde nicht warten muf3, gilt die Anfangsbedingung Wq(l) =0. Obige Ausdrticke kénnen leicht
erklart werden. Die Wartezeit jedes neu angekommen Kunden erhéht sich um die Differenz von Bedien- und
Zwischenankunftszeit. Zur Uberpriifung kann Abbildung 1.7 herangezogen werden.

Allgemein 183t sich also formulieren:
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W™+ T w s TV 5 0

W (n+1) —
9 0 w, ™ +s T <0

[1.18]
Die Wartezeit fur Auftrége in Abbildung 1.7 betragt

W) :{S(n—l) n<8s

a 18 n>8
AlsKriterium fir das Erreichen des Glei chgewichtszustandes kann der Zeitpunkt der ersten Abweisung eines
Auftrages herangezogen werden. Dieser Zeitpunkt liegt bei t=24. Aullerdem befindet er sich im Zeitraum
zwischen der 7. und der 8. erfolgreichen Ankunft.
Die Wartezeit fir n>8 kann auch mit Hilfe des Gesetzes von Little ermittelt werden:

W, =T (n-1)=(n-1)
Zu beachten ist, dal3 n Kunden im System sind und sich daher bei einem Einzelbediener (n-1) Kunden in der
Warteschlange aufhalten.

Betrachten wir jetzt ein Wartesystem, bei dem die Bedienzeit kein ganzzahliges Vielfaches der Zwischen-
ankunftszeit ist (dazu siehe Abbildung 1.8).

Ankiinfte
A

¢ ¢ Zeitt
Ny 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2
Y ‘ | |
Abgange e Zyklus ! Zyklus — !

Gleichgewichtszustand

Abb 1.8 D/D/1/3-Systemmit t=3,5=7

Im Gegensatz zu den D/D/1/4-System aus Abbildung 1.7 wird in diesem System manchmal ein Platz frei, der
jedoch sofort bel der néchsten Ankunft wieder belegt wird. Im Gleichgewichtszustand pendelt das System
zwischen 2 und 3 Kunden. Da dieses Verhalten ein immer wiederkehrendes Muster aufweist, kann die Zeit des
Gleichgewichtes in Zyklen unterteilt werden. Je grofRer das kleinste gemeinsame Vielfache der Zwischen-
ankunftszeit und der Bedienzeit, desto langer die Zyklen. Innerhalb eines Zyklus miissen zusétzliche Abgren-
zungen vorgenommen werden. Fir N,und Wq(“)ergi bt sich
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0 (0<t<3)
1 13 (3<t<15)
3 7

21k +15<t < 21k +17;
N = 3 21k +18<t < 21k + 31,
21k +33<t < 21k + 36
5 21k +17 <t < 21k +18;
21k +37<t< 21k +33;

4n-1) (n<5)

W 13 (n=3k+5)
q 14 (n=3k +6)
12 (Nn=3k+7)

mit k=0,1,2,...

Systeme, die ihre Kunden schneller abfertigen, als sie ankommen, pendeln im Gleichgewichtszustand immer
zwischen N, =1und N, =0 oder bleibenim besten Fall bei N, = 0. Eslassen sich Untersuchungen anstellen,
wie schnell die Warteschlange bei einer gegebenen Anzahl von Kunden geleert wird. Dabei ist man am Zeit-
raum vor Erreichen des Gleichgewichtszustandes interessiert. Es wird also eine zeitabhéngige, sogenannte
transiente Analyse durchgefihrt.

Wiebereits angesprochen, lassen sich determini stische Wartesy steme graphisch analysieren. Diestrifft auch bei
erschwerten Annahmen zu, wie z.B. ungedul dige Kunden oder die Wahl einer anderen Warteschlangendisziplin
als FCFS zu. Es kdnnen immer exakte Losungen gefunden werden, da alle Einfluf¥faktoren genau bestimmt
sind. Bel Systemen mit Verteilungsannahmen ist dies nicht der Fall.




17

2. Geburten/Todesmodelle

In diesem Kapitel werden einige Modelle vorgestellt, deren Leistungsgrof3en mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ermittelt werden. Den Anfang bildet das M/M/1-System, ein Modell, welches trotz restriktiver
Annahmen eines der wichtigsten ist. Der Dane A K. Erlang hatte herausgefunden, dal3 die Dauer eines Telefo-
nats annahernd exponentialverteilt und daf3 die Anzahl der Anrufer anndhernd poissonverteilt ist.

2.1 M/M/1-System
Zur graphischen Beschreibung eines M/M/1-Systems kann das Zustandsiibergangsdiagramm aus Abb. 2.1 her-
angezogen werden.

u u n u n u n
A A A A A A A

Abb 2. 1 Zustandstlibergangsdiagramm eines M/M/1-Systems

Jeder Zustand stellt eine andere Anzahl von Kunden im System dar. So beschreibt Zustand O ein leeres System,
Zustand 1 ein System mit einem Kunden usw. Die Zustandsiibergange bestehen aus der Ankunftsrate und der
Abgangsrate. Mit Rate A geht ein Zustand n in den Zustand n+1 Uber und mit Rate 1 wechselt er wieder
zuriick. Zustandsiibergange gibt es nur zwischen benachbarten Zusténden, d.h. es gibt weder Gruppenankiinfte
noch Gruppenabfertigungen. Die Abgangsrate bleibt wie die Ankunftsrate konstant, es gibt also keine last-
abhangiges Verhalten. Aus der Bezeichnung M/M/1 geht hervor, daf? die Ankunfte poisson- und die Bedienzeiten
exponentialverteilt sind. Die Warteschlange ist unendlich und damit auch die Anzahl der Zusténde.

2.1.1 Entwicklung des M/M/1-M odells
Zunéchst denkt man sich die Zeitachse in viele kleine Intervalle der Lange At unterteilt. Nun besteht die Mdg-
lichkeit, dal3 ein Kundeim Intervall [t,t + At] ankommt oder auch nicht. Dabei ist ausgeschlossen, dal3 mehrere
Kunden innerhalb dieses Intervalls eintreffen. Nun wird die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Kunde im Intervall
[t,t + At]das System betritt proportional zu der Lange des Intervalls At gewahlt. Den Proportionalitétsfaktor
bildet die mittlere Ankunftsrate A . Also gilt

Pr{genaulAnkunftin[t,t + At]} = AAt
Pr{keineAnkunftin[t,t + At]} =1- At
Pr {mehr als1Ankunftin[t,t + At]} = 0

[2.1]
Bemerkung 2.1
Wirde man mehrere Ankiinfte innerhalb des Intervalls [t,t + At] erlauben, so mifite eine Funktion
o(At) eingefuihrt werden. Da die Aussagekraft dieses Ausdrucks relativ kleinist und er im Zuge der
nachfolgenden Grenzwertbildung verschwinden wirde, wurde auf dessen Einfuhrung in [2.1] ver-
zichtet. Eine Herleitung, in der die Funktion o(At) berticksichtigt wird, befindet sich in [GROS74]
Kapitel 2.1.




18 Geburten/Todesmodelle

Eine dhnliche Annahme kann fir den Bedienprozef3 getroffen werden:

Pr{genaulAbgangin(t,t + At]} = pAt
Pr{keinAbgangin[t,t + At]} =1- At
Pr{mehras 1Abgangin[t,t + At]} = 0
[2.2]

Bezeichnet p,(t + At) die Wahrscheinlichkeit, da3 sich n Kunden zum Zeitpunkt (t + At) im System befin-
den, so 1803 sich diese mit Hilfe der in der Vorperiode t bestimmten Wahrscheinlichkeiten wie folgt ermitteln:

Pn(t + At) = p,(t) Pr{kein Abgang} Pr{keine Ankunft}
+ Pp_1(t) Pr{genaulAnkunftin[t,t + At]}
+ Ppsa(t) Pr{genaulAbgangin[t, t + At]}

[2.3]
Lediglich fur den Zustand O gilt etwas anderes:
Po(t + At) = po(t) Pr{keineAnkunftin[t,t + At]}
+ py(t) Pr{genaulAbgangin(t,t + At]}
[2.4]
Obige Gleichungen lassen sich so ausdriicken
Pa(t+ A1) = Py (1) (1 AAL) (1~ BAL) + Py (1) (ML) + Py (1) (140)
[2.5]
Werden diese Ausdriicke umgeformt und 183t man At — 0gehen, so erhdlt man
dp,(t
P00t )y 0+ A0y a0 + P 1)
dpo(t
o) apy(t) + up(t)
t
[2.6]

Nun ist der Zeitabschnitt At so klein, daf3 nie mehr a's 1 Ankunft bzw. 1 Abgang pro Zeitabschnitt erfolgen
kann, auf3er es handelt sich um Gruppenankinfte. Diese wurden jedoch ausgeschl ossen.

Bemerkung 2.2
Das Gleichungssystem [2.6] kann auch mit Hilfe der Theorie der Markovketten (siehe Anhang)

bestimmt werden. Den Kern bildet dabei folgendes Gleichungssystem

p'(t) =p(HQ

wobei p’(t) den Vektor der einzelnen Zustandswahrscheinlichkeitenund Q die Zustandsiibergangs-
matrix darstellt. Ein solcher Ansatz fur Geburten/Todesmodelle wird in [BOLC89] Beispiel 3.1




19

vorgefihrt. Ein Geburten/Todesmodell 1813 im Gegensatz zum M/M/1-Modell zustandsabhéngige
Ankunfts- und Bedienraten zu. Das M/M/1-System ist also ein spezieller Geburten/Todesprozef3.

Das Gleichungssystem [2.6] ist auch Ausgangspunkt fir eine transiente (=zeitabhangige) Analyse des M/M/1-
Systems. Wir interessieren uns jedoch mehr fur die stationéaren Eigenschaften. Unter der Annahme, das System
habe sich eingependelt, 183t sich das Gleichungssystem so schreiben:

0= _(7\' + H)pn + 7"pn—l + UWPn41
0=—Apo +up;
dp. (1) [2.7]
Esentfallt also der Zeitindex und die Anderung mit der Zeit % =0.

Bemerkung 2.3
Wenn man von vornherein annimmt, daf3 sich das betrachtete System im Gleichgewicht befindet, so

kann das Gleichungssystem [2.7] direkt aus dem Zustandstibergangsdiagramm in Abb. 2.1 abgele-
sen werden. Dabel werden die gesamten Zugénge eines Zustandes den gesamten Abgéangen des
selben Zustandes gleichgesetzt.

Mit Hilfe der Regel IN=OUT ergibt sich:

(A +1)Pn = APn_y + MPnyy
APo = upy
[2.74]
Dieser Ansatz wird in der Literatur oft unter den Begriffen Sochasti sche Balance und Sochastisches
Gleichgewicht gefuhrt. Einer der ersten, die diesen Ansatz verwendeten, war R.B. Cooper. Er be-
schrieb das stochastische Gleichgewicht in Kapitel 2.3 seines Buches [COOP72]. Heute greifen
viele Autoren wie [GROS85] und [ROBE94] auf diese Technik zurtick.

Wird Gleichungssystem [2.7] wie folgt umgeformt,

A+l A
Phi1=—"""Pn——Pna
u u
A
P1=—Po
u

[2.7b]
so entsteht ein System von Differenzenglei chungen, welchesiterativ gel 6st werden kann. Mit Hilfe der Defini-
tion der Verkehrsintensitat p=7%/, ergibt sich firr die Wahrscheinlichkeiten p,, fir n=1,2,...

P1=PPo
P2 =p*Po
Ps=p°Po
[2.9]
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Pn = Pnpo
[2.9]
Diese Losung lait sich mit Hilfe der mathematischen Induktion beweisen. Dazu siehe [GROS85] Kapitel
2.2.2.

Schliefdlich muf3 nur noch pg bestimmt werden. Da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich 1 sein mufi,
gibt es nur eine mogliche Losung fur pg. Es gilt

1= P =21 oP"Po
Daraus folgt unmittel bar

1

© n
n:Op

Po =

Unter Verwendung der Definition einer geometrischen Reihe

. 1 N
znzop“ =_1—p furp<1

ergibt sich

Po=1-p
[2.10]
Dadie Verkehrsintensitét pgleich der Auslastung u ist und diese fur Systeme mit unendlicher Warteschlange
kleiner 1 sein mul3, stellt die Verwendung der Definition der geometrischen Reihe keine Beschréankung dar.
Die stationére L 6sung des M/M/1-Systems lautet also

p,=p"(1-p) firp<l
[2.11]
Anstatt des iterativen Ansatzes kann auch eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zur Lésung herange-
zogen werden. Dazu siehe [GROS85] Kapitel 2.2.2.

Ahnliche Darstellungen sind in [ALLE78] Kapitel 5.2.1., [KLEI74] Kapitel 3.2, [ROBE94]Kapitel 2.2 und
[STOC78] Kapitel 111.3. Letzterer beschreibt auch den Zusammenhang der Funktion o(At)mit der
Exponentialverteilung genauer. Einen anderen Weg schlagt [SAAT61] in Kapitel 4.2 ein. Er |6st das
Differentialgleichungssystem [2.6] mit Hilfe von Besselfunktionen und leitet dann erst die stationdren Zu-
standswahrscheinlichkeiten ab.
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2.1.2 L eistungsgr63en des M/M/1-Modells
Die mittlere Anzahl von Kunden im System kann wie folgt ermittelt werden.

L = E(N)ZZ::OHPn :(1—p)z:’:0np”

[2.12]
Dabei ist anzumerken, daR '~ np"~* dieAbleitung der geometrischen Reihe >~ p" ist.
Mit Hilfe des Gesetzes von Little kann aus der mittleren Anzahl von Kunden im System die mittlere Antwort-
zeit ermittelt werden.

W = .Lzl. P _ 1 = 1
A l-p p(l-p) p-2

>

[2.13]
Dadie mittlere Wartezeit die Differenz von mittlerer Antwortzeit und mittlerer Servicezeit ist, ergibt sich

W :W—§= 1 —lz p = >\.

! Hl-p) B ul-p) -2

[2.14]
Die mittlere Wartezeit kann auch ohne Zuhilfenahme des Gesetzes von Little ermittelt werden. Dazu wird die
Wartezeitverteilung Wi (t) bestimmt

1- (t=0)
Wy (t) = {1_ ;)) e H(a-p)t (t>0)

[2.15]

Durch Erwartungswertbildung kann daraus dann die mittlere Wartezeit ermittelt werden. In [GROS85] K apitel
2.2.4 ist der Entwicklungsverlauf zu finden.

Die mittlere Warteschlangenlange L 4 kann wieder mit Hilfe des Gesetzesvon Little aus W, bestimmt werden

2
Ly= AWy =a— = P
Hp-2) 1-p

[2.16]
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Zwischen der mittleren Anzahl von Kunden L im System und der mittleren Warteschlangenlange L, kann
folgender Zusammenhang hergestellt werden

W:EL

A
Wq+1:1L

u oA
.
A LA
Lq+&:L

u
Ly+p=L

[2.17]
Dadas Gesetz von Little keine Verteilungsannahmen voraussetzt, gilt Gesetz [2.17] fur ale Wartesysteme mit

einem Bediener. Einzige Bedingung ist, dal3 das Gesetz von Little fiir das betrachtete System gilt. Ist der Warte-
raum beschrankt, mul3 die Ankunftsrate modifiziert werden (siehe 2.1.3).

Beispiel 2.1
An einen Datenbankserver wird im Mittel alle 500 ms eine Anfrage gestellt. Da die Anfragen von
einer Vielzahl von Benutzern gestellt werden, geht man von einer Poissonverteilung aus. Durch
Messungen wurde herausgefunden, dal3 die Bearbeitung durchschnittlich 450 ms dauert. Die Streu-
ung der Bearbeitungszeit entspricht in etwa der mittleren Bearbeitungszeit, d.h. es kann von einer
Exponentialverteilung ausgegangen werden.
Aus t=0,5undS = 0,45 ergibt sich

r=2, n=272

n:p:&:O.9:90%
u

Damit ist der Datenbankserver zu 90% ausgelastet. Die Zustandswahrscheinlichkeiten kdnnen mit
Hilfe von Gleichung [2.10] ermittelt werden.

po =01

p, =0,09
p, = 0,081
p; =0,0729




23

Die mittlere Anzahl von Anfragen an das System betrégt

L= 0.9 = 9Kunden
1-0,9

Daraus folgt

W = L:%-9:4,5360

1
A
Die Benutzer waren frustriert und so entschied man sich, eine schnellere Festplatte einzubauen. In
Folge sank die Bearbeitungszeit um 100 ms. Die neuen Werte betragen nun

A=2, p=2857

n=p=0,7=70%

L =£:2,3Kunden
1-0,7

W:%Lzllésec

Dieses Beispiel zeigt, wie empfindlich ein System auf nur kleine Anderungen reagiert. Bei einer
Reduktion der Auslastung um 20% kann die Wartezeit auf fast % der ursprunglichen Wartezeit ver-
ringert werden.

2.1.3 Warteraumbeschrankung
Wird die Warteraumkapazitét eines M/M/1-Systems auf (K-1) festgelegt, so entsteht das M/M/1/K-System.
Inklusive Zustand O gibt es nur noch K+1 Zustand, siehe dazu auch Abb 2.2

@:@:@::@:@::@:@

Abb 2.2 Zustandsiibergangsdiagramm eines M/M/1/K-Modells

Dadie Ubergangsraten weiter konstant bleiben, gilt Gleichung [2.9]

Pn=p"Po
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Lediglich p, muf3 neu bestimmt werden

1= 2E=0 pn =2i=opnp0
1

Po =

K
noP"

Dank der Definition der endlichen geometrischen Reihe erhalten wir

[2.18]
Eine Beschrankung der Auslastung und damit von p ist nicht nétig, dader begrenzte Warteraum ein Explodie-
ren der Warteschlange verhindert. Mit Hilfe von Gleichung [2.9] und Gleichung [2.18] ergibt sich

(1-p)p"

. pK+1 furp=1

" 1 firp=1
K+1 P=
[2.19]
Fir die Ermittlung der mittleren Anzahl von Kunden im System wird genauso vorgegangen wieim Fall einer
unbeschrénkten Warteschlange

L =3 P =pop Y np"?
. d( n_op”)_p d 1-pK+t
Op—dp oP dpl 1-p

1- (K +1)p" + KpH*t
(1-p)?

p[I- (K42 +Kp ]

furp=1
(1_pK+1)(1_p) p
K
L =2”=0 _K firp=1
K+1 2

[2.20]
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Mit Hilfe des Gesetzesvon Little erhdt man wie gewohnt die mittlere Antwortzeit des Systems. Esist lediglich
die Ankunftsrate zu korrigieren

[2.21]
Esgilt also

W=—L
7\‘/

[2.22]
Dabei bezeichnet A’ die effektive Ankunftsrate. Sie beschreibt die Ankiinfte der Kunden, die das System auch
betreten. Die mittlere Wartezeit erhalt man wie gewohnt

W, =W-=

[2.23]
Darausfolgt die mittlere Warteschlangenldnge

[2.24]
Der mit Gleichung [2.17] vorgestellte Zusammenhang sieht auch etwas anders aus

[2.25]
Beim Vergleich von Gleichung [2.17] und [2.10] bzw. [2.25] und [2.18] kann folgender allgemeiner Zusam-
menhang abgel esen werden

Ly=L—(1-pp)
[2.26]
Obiger Ausdruck gilt fir ale Warteschlangensysteme mit einem Bediener. Ausgenommen sind Systeme mit
Gruppenankiinften und Gruppenabfertigungen.
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Ahnliche Herleitungen sind in [GROS74] Kapitel 2.5 und [ROBE94] Kapitel 2.6 zu finden. Besondersinteres-
sant im Zusammenhang mit der Optimierung der Warteraumkapazitat ist [MORS58]. Dort wird ein Modell
vorgestellt, bei dem der Profit aus der Bedienung von Kunden dem Verlust von Kunden gegentiber gestellt wird.
Auch fir Systeme mit unbeschréankter Warteschlange wird dort ein Modell vorgestellt. Dieses wiegt die
Bedienkosten gegen die mittlere Wartezeit ab.

Beispiel 2.2
Betrachtet wird ein Teleshopping-System mit einem Bearbeiter. Im Mittel kommen 5 Anrufe pro
Minute an und abgefertigt werden 6 Anrufe pro Minute. Sobald der Bearbeiter mit einer Bestellung
beschéftigt ist, werden die Anrufer darauf hingewiesen und in eine Warteschlange eingereiht. Wenn
mehr a's 4 Kunden warten, werden Neuanrufe abgewiesen. Dieses Beispiel entspricht im Wesentli-
chen dem von [MINO93] Kapitel 5.1.2.
Mit Hilfe folgender Angaben

XZSKun_den; HZGKun_den; K =5Kunden
min min
5 .
=—=0,83
P=%

[&’t sich die mittlere Anzahl der Kunden im System errechnen (Gleichung [2.20]):

) 0,83[1— 6-0,83° +5. 0,836]

(1 —0, 8'35)(1 -0, 8'3) = 1.98Kunden

Die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein Kunde abgewiesen wird, betrégt

0, 835(1— 0, 83)
pg=—————~~0,1=10%
6
1- (o, 83 )

Damit erhalt man die effektive Ankunftsrate
A =5(1-0,1)=4,5

Mit dem Gesetz von Little ergibt das fur die mittlere Antwortzeit

W:L98-i:0,44min
4,5

Daraus folgt
W, = 0,44—} =~ 0,273min
6
Ly=0, 273-4,5=1,23Kunden

In diesem System gehen im Mittel Ap; Kunden pro Minute verloren, d.h. ale 2 Minuten wird ein
Kunde abgewiesen.
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2.1.4 Andere War teschlangendisziplinen

Die Anderung der Warteschlangendisziplin hat auf Pn L, Ly, WundW, keine Auswirkungen. Fur die
Zustandswahrscheinlichkeiten ist die Reihenfolge der abgehenden Kunden unerheblich und bel den restlichen
Grofen handelt es sich um Mittelwerte. Es besteht aber sehr wohl ein Einflu3 auf die Dichte- und Verteilungs-
funktionvon W bzw. W,,. Der Ausdruck [2.15] gilt also nur fr Wartesysteme mit Disziplin FCFS. In[COOP72]
Kapitel 6.3 werden die Disziplinen FCFS, LCFS und RSS fur M/M/m-Systeme behandelt.

2.2 Lastabhéngige Systeme

Sind Ankunfts- und/oder Bedienraten vom Systemzustand abhangig, spricht man von einem lastabhangigen
System. Die Warteschlange ist unbeschrénkt, Gruppenankiinfte und -abfertigungen bleiben weiterhin ausge-
schlossen. Damit ergibt sich folgender Zustandsgraph:

3 Hn 1 un+1 Hn+2
@C@Iﬁ@iﬁ T - ‘
7\' 7\'n 1 n+1
Abb 2.3 Zustandsiibergangsdiagramm eines lastabhéngigen Systems
Nun wird ein iterativer Ansatz gemacht
A
AoPo = M1Py P1=—%Po
Mq
A AA
APy = 1,P, p=—1p=—Lp
Mo Mol
n Aig
An_1Pno1 =MnPp P = -1= Hizlr Po
I
[2.27]
Schliefdlichwird py wie gewohnt ermittelt
oo n 7"| 1
1= oPn=Po+X Pn=po+X I]i 1y P
1
Po = n Mg
o i
1+ anlnizl
M
[2.28]

Obiges Modell wird auch oft als Geburten/Todesmodell bezeichnet. Werden Ankunftsraten und Bedienraten
konstant gewahlt, so ergibt sich das M/M/1-Modell aus dem vorigen Abschnitt. Um L eistungsgrofen zu erhal -
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ten, geht man von der mittleren Anzahl der Kunden im System aus

L = z:::lnpn
[2.29]
Wir definieren eine weitere GroRRe, den Durchsatz
X = 2::1l’lnpn
[2.30]
und ermitteln mit Hilfe des Gesetzes von Little die mittlere Antwortzeit
wel Lo Zean
X znzlunpn
[2.31]

Werden Systeme mit beschranktem Warteraum untersucht, so muR3 lediglich die obere Grenze des Summations-
operatorsin den Gleichungen [2.28] bis[2.31] durch die Systemkapazitét K ersetzt werden. Aus dem Geburten/
Todesmodell lassen sich eine Reihe anderer Modelle ableiten. Einige davon werden nachfolgend behandelt.

2.2.1 DasM/M/m-System
Wie bereitsin der Einfuhrung (siehe[1.7] ) angesprochen, 183t sich das System mit mehreren parallelen Bedie-
nern a's spezielles lastabhangiges System darstellen:

An=A firn=0,1,2,...
Bu firo<n<m
o = mu firn>m

Eingesetzt in Gleichung [2.27] und [2.28] ergibt sich

T —p0=—P Po firo<n<m

Pl 1

iz m+lmu anpo firn>m
[2.32]

1 pn
n=m+1 rmn-

m-— 11 ) 1 -1
(l+zn 10 | n = n-m pn)

=Mmim

Po =1+ an|
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1 mee 1 am)’
+Hp Zn:m mn—mp

|

m-11
1+ zn:lﬁpn

m-11
(1+ zn:lﬁpn

1 o= 1 )"
*o?" o)
-1

m-11 n 1 m 1
Y 2P | e

m

[2.33]
Um eine Ermittlung der L eistungsgroRen zu vereinfachen, beginnt man mit L, dahier im Gegensatz zu L nur
ein Teil der Formel [2.32] berlicksichtigt werden muf3

Lq = Z:;m(n - m)p, =Z}’;m(n - m)$po
_P"Po o p n_m_Pmpo o P !
Com Zn-m(”_m)(E) om 2 m
) ) ()
m {m/<=1{m m (m d(p) =1{m
m
m+1
pmpo( ) d 1
= _ pO = 5 pO
R (o ey
m m m
[2.34]
Mit Hilfe des Gesetzes von Little und Gleichung [2.23] werden nun die restlichen Leistungsgrofzen ermittelt
pm+1
1
Wq=|_q.x=%po
Km!(l—p)
m
[2.35]
pm+1
W=Wq+1= M po+—
" xm!(l-p)
m
[2.36]
pm+1
L=AW= M py+p
m!(l—p)
m

[2.37]
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Im folgenden Teil soll kurz eine Formel vorgestellt werden, die al's Erlang”sche Formel der 2. Art (Erlang’s C
formula) bezeichnet wird. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, da3 Kunden warten missen.

Pr{Stau} = Pr{ moder mehr Kundenim System}
[2.38]

Auf die Substitution von p, soll verzichtet werden, da dies nicht besonders zur Lesbarkeit beitrégt.

Beispiel 2.3

Betrachtet wird ein Netzwerk mit 4 Druckern. Diese sind Uber einen Printerserver miteinander ver-
bunden. Im Mittel kommt alle 10 Minuten ein Druckauftrag an. Ein Ausdruck dauert durchschnitt-
lich 20 Minuten, da es sich um sehr aufwendige, graphische Farbausdrucke handelt. Die Verteilun-
gen sind anndhernd so beschaffen, dal3 ein M/M/m-Modell zur Analyse herangezogen werden kann.

Esgiltaso m=4,u=3Jobs/h,A =6Jobs/h,p=2
Die Wahrscheinlichkeit, dald kein Drucker beschéftigt ist, betrégt

-1

1, 1 1 1 1
Po=|1+=2+=22+=2°+=2% — || =013
12 3 a2

Somit besteht eine Wahrscheinlichkeit von 87%, dal3 mindestens ein Drucker in Betrieb ist. Die
mittlere Anzahl von Kunden im System und die mittlere Gesamtbearbeitungszeit betragen

25
L=—24 1 2-267Jbs
1
4!i
2
W:%-2,67:0,45h:27Minuten

Daraus lassen sich leicht die mittlere Wartezeit und die mittlere Lange der Warteschlange ablesen

W, = 7Minuten L, = 0,67 Jobs
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2.2.2 DasM/M/m/K-System

Wie bereits angesprochen, lassen sich warteraumbeschrénkte Systeme auch mit den Gleichungen fur ein last-
abhangiges System analysieren. Daaber nun eine endliche Zahl von Zustanden vorliegt, mu3 sich diese Grenze
auch in den Formeln [2.28] bis [2.31] niederschlagen. Daraus geht aber auch hervor, daf? fir die Bestimmung
der Zustandswahrscheinlichkeiten nur pg neu berechnet werden muf3. Gleichung [2.32] bleibt weiterhin gil-
tig. Damit ergibt sich fur p,

_ m—ll n K 1 n -
Po = 1+2n=1ﬁ +2 = n-m P

=Mmim

1 1 .\
m o n
(l+2n 1 n! Hp anomp )

1_(p)K—m+1 -1
1 m )
1+ m s fur— =1
_ 2” lnl T 1-P m
m
m-— 11 n 1 m - P
| (1+zn PP (K—m+1)) fura_l
[2.39]
Véllig analog zu Gleichung [2.34] erhalt man fur L :
K-m+1
(2 o |+(a)
K m m
I M L (p) p
d — 1-—
m m
Pm(p) 0 K-m+1 0 K-m
= 5 po[l—(a) —( )(K m+1)( ) ]
m'(l-)
[2.40]

Dierestlichen L eistungsgrofien kdnnen mit Hilfe der Gleichungen [2.22] bis[2.24] ermittelt werden:

1 n
W, ==L, mitA” = A(1- py)

q 7\‘/
W=W, +l
n
L =AW mitA’=A(1-pg)

Ein Speziafall des M/M/m/K-Modells ist das Verlustsystem. Dieses aus der Telephonie stammende System
wird zur Analyse von Leitungsbiindeln verwendet. Man geht davon aus, dal3 m Leitungen zwischen zwei Kno-
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ten zur Verfligung stehen. Das heif3t jedoch auch, dal3 die Kapazitét K auf m Kunden (Anrufer) beschrénkt ist.
Eswird also K=m gewahlt und in die Gleichungen [2.32] und [2.39] eingesetzt.
Esergibt sich

_1 n
pn_ﬁp Po

|1 m-11 1m71_m1n
Po = +anlﬁp +Hp _anoﬁp

Durch Einsetzen erhdlt man die Erlang’sche Formel der 1. Art

P
Py = —0— furo<n<m
m P
zi:oﬂ
[2.41]
Eine besonders interessante Grof3e ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 das System voll ist.
pm
m
Pk = Pm = Lp.
m
Zi:Oi
[2.42]

Dieser Ausdruck wird als Erlang”sche Verlustformel bezeichnet. Eine Besonderheit dieser Formel ist ihre Un-
abhéngigkeit von der Bedienzeitverteilung. Gleichung [2.42] gilt aso fir M/G/m/m-Systeme genauso wie fur
M/M/m/m-Systeme. Der Beweis kann in [GROS85] Kapitel 5.2.2 nachgel esen werden. Er wird dort im Zuge
der M/G/m-Systeme behandelt. Weitere derartige Modelle der Telephonie werden in [COOP72] Kapitel 3 dar-
gestellt.

Beschreibungen von M/M/m/K-Systemen sind in der einschldgigen Literatur wie [GROS85] Kapitel 2.4 und
[ALLET78] Kapitel 5.2.4 zu finden. Mit Optimierungsproblemen beschaftigt sich [MORS58] in Kapitel 4.

2.2.3 Ein endloser Bediener (Infinite Server)

Oft stellt sich die Frage nach dem Nutzen des M/M/ «-Modélls. Es erweist sich jedoch besonders in der Be-
trachtung von Warteschlangennetzen als brauchbar. So dient es einerseits al's Verzogerungsknoten, andererseits
der Modellierung von Terminals. Im téglichen Alltag wére ein anderes Beispiel denkbar: Ein Besuch im Super-
markt kann as Netz, bestehend aus einem M/M/ «-Modell und einem M/M/m/K -System, beschrieben werden.
Ersteres modelliert das Zusammenstellen der Waren, zweiteres das Anstellen bel der Kassa. Dabel wird ange-
nommen, dal3 m Kassen getffnet sind und der Warteraum begrenzt ist.
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Wir betrachten den endlosen Bediener als Speziafall des Erlang”schen Verlustsystems M/M/m/m und lassen m
gegen « gehen. Aus Gleichung [2.41] folgt

P
|
Pn = L pi
i=0 1
Mit Hilfe der Reithendarstellung
X
e = zzo'_'
folgern wir
pn
n! 1, P i
p, = o —Hp e firn=0

[2.43]
NatUrlich gibt esnoch weitere Ansétze fiir diesesModell. So beschreibt [ROBE94] in Kapitel 2.7 dieHerleitung
mit Hilfe des Geburten/Todesmodells. Auch [GROS85] Kapitel 2.6 folgt diesem Ansatz. Die Leistungsgrofden
kénnen ermittelt werden, indem man Grenzwerte fir die Leistungsgréfien eines M/M/m/m-Modells eruiert.
Ergebnisse kdnnen aber auch durch einfaches Uberlegen gefunden werden. Dasich keine Warteschlange bilden
kann, d.h. L, =0 und W, =0, ist die mittlere Antwortzeit gleich der mittleren Bedienzeit.

W=s==
i

[2.44]
Mit Hilfe des Gesetzes von Little folgt weiters

[2.45]

2.2.4 Ungeduldige Kunden

In diesem Anschnitt sollen einige Arten von Ungeduld erlautert werden. Diese kénnen unter Zuhilfenahme des
lastabhangigen Bedieners modelliert werden. Zuerst werden gehemmte Kunden betrachtet. Diese sind mit stei-
gender Warteschlangenlange immer weniger bereit, das System zu betreten. Dazu wird die sogenannte Hemm-
funktion b,,, eine monoton fallende Funktion eingefiihrt. Es gilt also

0<..<£b
[2.46]
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Fiir éin M/M/1-System mit gehemmten Kunden ergeben sich damit folgende Ubergangsraten

doy=Ab,
Up=H

Eingesetzt in die Gleichungen [2.27] und [2.28] folgt

Ab; _
Pn = Hinzl plt Lpo = Pnponin:lbi:l

[2.47]
1

1+ z::l aninzlbi—l

Po

[2.48]
Dieses Modell ist eine Verallgemeinerung des M/M/1/K-Modells. Die Hemmfunktion lautet

b — 1 foro<n<K-1
"o firn>K -1

Weitere geeignete Hemmfunktionen sind
und

Ersterewird in [KLEI75] Kapitel 3.3 vorgestellt. Eswird ein Modell untersucht, dessen Ankunftsprozef? durch
gehemmte Kunden charakterisiert ist. Die zweite Hemmfunktion eignet sich besonders fir Kunden, die vor
Eintritt in das System die mittlere Gesamtwartezeit mit % =ns schétzen. Daflr benétigen sie allerdings eine
Schétzung der mittleren Bedienzeit s.

Eine weitere Form von Ungeduld ist der Verzicht auf Bedienung. Ein Kunde betritt das System, schétzt die
mittlere Gesamtwartezeit und verl&i3t gegebenenfalls das System. Dies hat eine modifizierte Abgangsrate zur
Folge.
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Die Verzichtfunktion r(n) ist gegeben durch

(0
b Der Kundeverzichtet auf Bedienung und verl &t das
r
r(n)= limy:_o Systeminnerhalb At, wenn n Kundenim Systemsind
At

[2.49]
Fiir ein M/M/1-System mit moglichem Verzicht auf Bedienung ergeben sich folgende Ubergangsraten
An=2A
Hp=H+ r(n)
Dieswird wieder in die Gleichungen [2.27] und [2.28] eingesetzt
A
n
pn_Hi:(’u+r( Mol I lu+r(n)
[2.50]
1
Po = - n
1+ A
Zn 1 HI lM + I’(I
[2.51]

Wiederum stellt
rinj=e *
eine geeignete Verzichtsfunktion dar.

Naturlich lassen sich die beiden Arten von Ungeduld kombinieren, dazu siehe [GROS85] Kapitel 2.9.2. Die
gezeigten Modelle kénnen leicht auf mehr Bediener ausgedehnt werden, wobei die Bedienrate entsprechend zu
modifizieren ist. Siehe dazu [RI1062] Kapitel 5.6. [MORS58] untersucht die Auswirkungen von gehemmten
Kunden auf ein Optimierungsproblem in Kapitel 3. In[WAAL87] wird ein M/M/1/K-Modell mit ungeduldigen
Kunden vorgestellt. Beim Eintritt in das System legt der Kunde die maximale Verweilzeit fest. Wird diese
Uberschritten, so verlat er das System ohne erfolgte Bedienung.
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2.2.5Das Zentralrechnermodell (Central Server CPU M odel)
Das Zentralrechnermodell ist eigentlich ein kleines Warteschlangennetz, dennoch 1813t es sich mit Hilfe eines
lastabhangigen Systems modellieren.

4%&

A !

)

@

CPU

Abb 2.4 Schematische Darstellung eines Zentralrechnermodells

Man geht davon aus, dal3 jedes Terminal Jobs mit einer Rate A generiert. Befinden sich nun n solcher Jobsim
CPU-K noten, so kann man davon ausgehen, dal3 noch M-n Terminals aktiv sind. Da es sich um ein geschlosse-
nes Netz handelt, kbénnen Jobs das System weder betreten noch verlassen.

Damit ergeben sich folgende Ubergangsraten

"o MM —n) furo<n<M
"o far n>M
Daraus folgt
_ TN K(M =i +1) 2 M
pn_Hi::L n Po=p (M_n)!po
[2.52]
B, = 1
0=
M 5 M
1+
2P (-
[2.53]

Damit ergibt sich fur die mittlere Anzahl von Jobs im CPU-Knoten

M n M n Ml | M np”
L= Zn:O np :znzo np (|v|—.n)lpo =M! pOZn:O W

[2.54]
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Bevor das Gesetz von LittleAnwendung findet, mul3 die effektive Ankunftsrate ermittelt werden. Wenn sichim
CPU-Knoten n Jobs aufhalten, so betrégt die Ankunftsrate A(M — n). Da sich im Mittel L Jobs im CPU-
Knoten aufhalten, ergibt sich die effektive Ankunftsrate zu

A =A(M-L)

[2.55]

Nun kdnnen die restlichen Leistungsgrof3en ermittelt werden

A MM —-L)

[2.56]

Wy =W - 1

i
[2.57]

Ly =AW, =AM -L)W,

[2.58]

Wird das Zentralrechnermodell auf m Bediener verallgemeinert, so entsteht das sogenannte Machine Repairmen
Modell. Jede Ankunft entspricht dem Defekt einer von insgesamt M Maschinen. Sofort beginnt ein Service-
techniker mit der Reparatur. Insgesamt sind m Servicetechniker vorhanden. Die Dauer einer Reparatur betragt
im Mittel S= Y . Es ergeben sich folgende Ubergangsraten.

- AM —n) furo<n<M
"lo firn>M

o firO<n<m
Ho = mu firn>m

Daraus folgt

I

M: " furo<n<m
(M -n)

Pn = MI \ )
p Po firm<n<M

[2.5]

[2.60]
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Bemerkenswert ist alerdings, dal die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten des Machine Repairmen
Modells unabhéngig von der Verteilung der Ankiinfte sind, es handelt sich somit um ein spezielles G/M/m-
System. Lediglich die Zwischenankunftszeiten muissen im Mittel t = %4 betragen.

Die mittlere Arbeitszeit von arbeitenden Servicetechnikern betragt

M! N M

! M n
p +HZ e p"

M m-1
L= ano npn = pO z n=m (M _ n)l m

n=0(n- 1)!(M -n)!
[2.61]

Die restlichen LeistungsgrofRen lassen sich dann mit Hilfe der Gleichungen [2.56] bis[2.58] ermitteln.

Dieses Modell kann noch weiter verallgemeinert werden, indem eine bestimmte Anzahl von Ersatzmaschinen,
die beim Ausfall einer Maschine sofort deren Arbeit fortsetzen, mit einbezogen werden. Das so erweiterte
Modell wird zusammen mit dem normalen Machine Repairmen Modell in [GROS85] Kapitel 2.7 behandelt.
Eine sehr genaue Analyse in Kombination mit Warteraumbeschrénkungen bietet [KLEI75] ab Kapitel 3.8 an.
Eine Abhandlung Uber beide in diesem Abschnitt vorgestellten Modelle ist in [ALLE78] Kapitel 5.2.6 und
5.2.7 zu finden. Das Phadnomen der Stérung von Maschinen wird in [COX61] Kapitel 1V einfihrend behan-
delt. Weitere Modellierungsansétze bieten [TRIV82] ab Kapitel 8.2.3 und [ROBE94] in Kapitel 2.10.

2.2.6 Ein lastabhangiges System mit zwei Betriebsgeschwindigkeiten

Das nun folgende Modell geht auf Karl Heinz F. Meyer zurlick. Er behandelt esin seiner Arbeit [MEYET71] in
Kapitel 2. Er untersucht ein System, das je nach Andrang zwel Arbeitsgeschwindigkeiten S und S, kennt.
Ausschlaggebend fur den Wechsel zwischen den beiden Geschwindigkeiten ist eine bestimmte Anzahl von
Kunden k im System. Wird k Uberschritten, so wechselt die Bedienrate auf p1, = ) . Fallt die Anzahl der
Kunden unter k, so geht auch die Bedienrate auf p, = }451 zuriick. Esgilt aso

An
An

A
u, furl<n<k
u, furn>Kk

Damit ergeben sich folgende Zustandswahrscheinlichkeiten

p1"Po furo<n<k
Pn = k~ n-k fil k
P1 P2 "Po TUrn>

[2.62]
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= -1
Po = [1+ Zﬁzlpl" + Zn:k+1plkp2n7k:|

- -1
s RAET0 SN
_ k+l -1
= [1 P1 + plk P2 :|
1-ps 1-p;
_ (1_ Pl)(l_ P2)
1-p, - Plk(Pl - Pz)

[2.63]
mit p; = %1 und p, = %2. po gibt die Wahrscheinlichkeit an, daf? sich kein Kunde im System befindet.
Meyer berechnet zudem noch die Wahrscheinlichkeiten p® fiir die einzelnen Geschwindigkeitsstufen i=1,2.
Diese kann man auch as den Zeitanteil beschreiben, den der Bediener benétigt, um die Kunden mit Rate u;
abzufertigen.

k
V=T b oo (1-p) (1-p2)
= n
n=t 1-p, _Plk(Pl_Pz)
[2.64]
p(z) . Pn = P2 plk(lk_ pl)
n=kil 1-p, —p1(P1—P2)
[2.65]
Daalle Wahrscheinlichkeiten in Summe 1 ergeben miissen, gilt
po+pY +p? =1
Die mittlere Anzahl von Kunden im System errechnet sich wie folgt
k )
L = anl np, +zn:k+1 npp= ...
__P1 __P1P2 |:k " 1 :|p(2)
1-p; (1_91)92 1-p,
[2.66]

Die restlichen Werte kénnen nach folgendem Schema berechnet werden

[2.67]
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[2.68]

[2.69]

Der Zusammenhang in Gleichung [2.68] wurde im Abschnitt 2.1.3, Gleichung [2.26] behandelt. Meyer erwei-
terte das Modell in Kapitel 4 auch auf mehrere parallele Bedienkandle. In Kapitel 5.1 beschéftigt er sich dann
mit der Wahl eines kostenminimalen Parameters k. Ein ahnliches Modell behandelt auch [GROS85] Kapitel
2.8.

2.2.7 Weiterfuhrende Literatur

Als Basidliteratur fur die Theorie der Geburten/Todesmodelle kbnnen [GROS85], [KLEI75] und [ALLE78]
angesehen werden. Letzterer bietet auch ein ganzes Kapitel tiber den praktischen Einsatz von Warteschlangen
in der Leistungsbewertung von Computersystemen an. Allerdings handelt es sich bei den meisten Modellen um
keine Geburten/Todesmodelle. AulBerdem prasentiert [ALLE78] im Anhang eine Uibersi chtliche Zusammenstel -
lung aller behandelten Modelle. [KLEI75] und [GROS85] bieten hingegen eine sehr detaillierte und einprégsa-
me Einflhrung in eine Vielzahl von Warteschlangensystemen.

Ohne viel mathematische Umschweife bietet [COX61] eine gut lesbare EinfUhrung in die Theorie der Warte-
schlangen. Die aus der Tel ephonie stammenden Arbeiten [COOP72] und [RI10O62] bringen eine Reihe von inter-
essanten Ansétzen. Trotz der anderen Nomenklatur sind die dort vorgestellten M odelle denen der Warteschlangen-
theorie sehr dhnlich.

Einen anderen Weg schlagen [STOCT78] und [TRIV82] ein. Sie behandeln einige Warteschlangenmodelle im
Zuge der Analyse von Markovketten.

Mit optimal en Betriebsparametern beschéaftigen sich [MORS58] und [MEY E71]. Letzterer stellt neben demim
Abschnitt 2.2.6 geschilderten Modell noch ein weiteres vor. Die beiden Geschwindigkeitsiibergénge erfolgen
jedoch nicht zum gleichen Zeitpunkt. Deshalb handelt es sich bei diesem System um kein Geburten/Todes-
modell; es muf3 also ein anderer Lésungsweg gefunden werden. Eine Méglichkeit wére, dasin Bemerkung 2.3
angesprochene statistische Gleichgewicht vorauszusetzen und die stationdren Gleichungen aus dem Zustands-
Ubergangsdiagramm herzul eiten.

Eine sehr tiefgehende, mathematische Analyse der einzelnen Systeme offeriert [SAAT61]. Er leitet fast immer
die stationére L 6sung aus der transienten ab.

Sehr viel neue und auch praxisorientierte Ansétze werden von [ROBE94] und [MINO93] vorgelegt. Eine sehr
kurze Einfuhrung mit Ausblick auf die Leistungsbewertung von Rechensystemen ist in [BOLC89] zu finden.
Eine kurze, gut gegliederte Einfihrung dagegen beinhaltet [JAIN91].
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3. Fortgeschrittene M odelle

In diesem Abschnitt werden Wartesysteme mit allgemeiner Ankunfts- und/oder Bedienzeitverteilung unter-
sucht.

Ein geeignetes Hilfsmittel sind die eingebetteten Markovketten. Dazu betrachtet man die Zeitpunkte, zu denen
ein Zustandsiibergang erfolgt, da dort weder die Restbedienzeit, noch die verbleibende Zeit bis zur néchsten
Ankunft eine Rolle spielt. Damit ist die Markovei genschaft gegeben.

Einen dhnlichen Ansatz verwendete Lindley zur Ermittlung der Wartezeitverteilung fur das G/G/1-System, der
in Abschnitt 3.3 ansatzweise vorgestellt wird.

3.1 Das M/G/1-M oddll

Das M/G/1-Modell beschreibt ein System mit Poissonankinften, allgemeiner Bedienzeitverteilung B(.) und
einem Bediener. Das System wird unmittelbar vor Abgang eines Kunden betrachtet, d.h. die Restbedienzeit
betragt 0, der Kunde hat jedoch das System noch nicht verlassen.

3.1.1 Zustandswahr scheinlichkeiten des M/G/1-Modells
Die mittlere Ankunftsrate ist wie beim M/M/1-Modell durch A gegeben, die Bedienzeit besitzt die Verteilung
B(.) mit Mittelwert % Die Laplace-Trasformierte der zugehérigen Dichte b(.) lautet

b(s)= [ "b(x)e >dx
[3.1]

Da die Ankunfte poissonverteilt sind, 183t sich die Wahrscheinlichkeit fur a Ankinfte wahrend einer Service-
periode (= Zeit zwischen zwei Abgangen) mit der Langet so beschreiben:

0y, = Pr{aAnkiinftewahrend Serviceperiodemit Langet}

—\t a
At
= # flr ein vorgegebenest
a

Wird die Lange der Serviceperiode t as Zufallsvariable "Bedienzeit" angesehen, so |&l3t sich 0y, Uber die
Verteilung B(.) ermitteln

Oa = I:th b(t)dt
= Pr{aAnkinftewahrend einer Serviceperiode}
[3.2]
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Somit ergibt sich folgende Zustandstibergangsmatrix

o Q1 Q2
o Q1 Q2

[3.3]
Die Ubergénge fiir einen Zustand n sind in Abbildung 3.1 graphisch dargestellt.

q
do q 4

& QZ@

q1

Abb 3.1 Zustandsiibergénge eines M/G/1-Modells

Die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten lassen sich mit Hilfe des Glei chungssystems (siehe Anhang F.3)

pQ=p
[3.4]
[6sen. Daraus folgt
Pk = Polk + z:(:llpi%—m firk=0,1,2
k
= Podx + zi:() Pi+1Gk-i
[3.5]

Die Summe in Gleichung [3.5] erinnert an die Operation der Faltung,
hi =X ofidi;
die mit Hilfe der erzeugenden Funktionen auch so geschrieben werden kann

H(2)=F(2)G(2)
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Wir definieren deshalb

P(z) = 2:;0 piz mit|z<1

[3.6]
Q2= q;z
—At i
= I i(!“) b(t)dt
= [ e p(t)dt
_b(n1-2)
[3.7]

Der in Gleichung [3.7] beschriebene Zusammenhang zwischen der erzeugenden Funktion der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten und der Laplace-Transformierten der Bedienzeitdichte wird spéter benétigt. Mit Hilfe der obi-
gen Definition kdnnen wir Gleichung [3.5] nun so schreiben

P(2) = Po Q2) + R:1(2) QA2)
[3.8]
Lediglich der Ausdruck R ,(z) verhindert eine weitere Analyse. Man versucht deshalb diesen Ausdruck auf
einen Term, der P(2) enthélt zuriickzufihren

Re1(2) = 2?:0 pi+1Zi = Z_lzio pi+1ZiJrl
=-z7pg + 27122_1 Pz ™t
=-zpy+2 'Y piZ
= Z_l(P(Z) - Po)

[3.9]
Eingesetzt in Gleichung [3.8] ergibt sich

P(2) = po Q(2) + (P(2) - Po)2 ™ Q(2)
P(2)(1- 2 Q2)) = po(L-Z27)Q(2)

po(l_ Zil)Q(Z)

o)

Schliefdlich wird noch mit -27, multipliziert

P(2) = Po(1-2)Q(2)
Q) -z
[3.10]




44 Fortgeschrittene Modelle

Nun gilt es, pg zu bestimmen. Es handelt sich bel P(z) und Q(z) um wahrscheinlichkeitserzeugende Funktio-
nen, folglich gilt

P()=1 Q=1
Dader Erwartungswert fir einen Zustandsiibergang bei % =p liegt, ergibt sich weiters
QM=p

Nun driickt man Gleichung [3.10] nach pg ausund [&3t z — 1 streben

L P(2)[Q(z) - 7]
Po =1im,_,; —(1_ 2)Q(2)

Unter Anwendung der Regel von L Hopital ergibt sich schlief3lich

Po=1-p
[3.11]
Mit Hilfe von Gleichung [3.7] und Gleichung [3.11] &t sich Gleichung [3.10] wie folgt ermitteln
1-p)1-2)b(M1-
pz) - 1=PL-2)b(A1-2)
b(AM1-2))-z
[3.12]

Sofern die Dichte der Bedienzeiten bekannt ist, kann deren Laplace-Transformierte in Gleichung [3.12] einge-
setzt werden. Danach entwickelt man P(z) in eine Reihe und isoliert die Koeffizienten der Z' fir alei. Diese
geben die Wahrscheinlichkeiten an, wonach sich unmittelbar vor einem Abgang i Kunden im System befinden.
Es|aft sich zeigen, dal’ diese Wahrscheinlichkeiten nicht nur unmittelbar vor einem Abgang, sondern generell
gelten. Auf den Beweis soll an dieser Stelle jedoch verzichtet werden, dazu siehe [GROS85] Kapitel 5.3.1 bzw.
[ROBE94] Kapitel 2.12.3.

3.1.2 Leistungsgr6Ren des M/G/1-M odells

Obwohl sich mit Hilfe der eingebetteten Markovketten ein eleganter Ldsungsweg zur Bestimmung der Zu-
standswahrscheinlichkeiten ergeben hat, eignet sich das Resultat nicht sehr zur Ermittlung der L eistungsgrofien.
Deshab wird ein Ansatz gewahlt, bei dem die Zustandswahrscheinlichkeiten nicht unmittelbar vorliegen mus-
sen. Den Ausgangspunkt bildet folgende Gleichung

N -1+A,; furN,>0
={Ak+1 fiirN, =0
[3.13]
Dabei bezeichnet N, die Anzahl der Kunden im System unmittelbar nach dem k-ten Abgang und A, die
Anzahl der Anklnfte zwischen dem k-ten und dem (k+1)-ten Abgang. Laut Gleichung [3.13] ergibt sich die
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Anzahl der Kunden im System unmittelbar nach dem (k+1)-ten Abgang aus der Anzahl der Kunden nach dem
k-ten Abgang minus dem abgegangenen Kunden plus den zwischen diesen Abgangen eingetroffenen Kunden.
Unter Verwendung der Funktion

1 N>0
U(N")_{o Ny =0
[3.14]
|&3t sich Gleichung [3.13] wie folgt schreiben
Nir =N =U(Ny )+ A,
[3.15]
Nun bildet man den Erwartungswert
E(Nyi1) = E(N ) —E(U(Ny ) + E(Ay4)
[3.16]

Dabei bezeichnet E(N, ) die mittlere Anzahl der Kunden im System unmittelbar nach dem k-ten Abgang.
Wie schon zuvor bei den Zustandswahrscheinlichkeiten 183t sich auch hier zeigen, dal3 diese Einschrankung
unndtig ist, esgilt also

E(N )=L furalek

Daraus folgt
L=L-E(U(Ny))+E(Ax,1)
bzw.
E(U(Ny)) =E(Ay1)
[3.17]
Weiters gilt

E(U(Ny))= > JU(Ny)Pr{N, =n}=>"_Pr{N, =n}
Obiger Ausdruck gibt somit die Wahrscheinlichkeit an, daf3 der Bediener beschéaftigt ist
E(U(Ny)) = Pr{Bediener beschaftigt}
Die Wahrscheinlichkeit, dal3 der Bediener frei ist, leitet sich also aus Gleichung [3.11]

Po=1-p
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Dadie Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben muf3, folgt unmittel bar

E(U(Nk)) =E[Awu]=1-po =p
[3.18]
Um weitere Ergebnisse zu erzielen, mufd Gleichung [3.15] quadriert werden.

NE,1=NE+U2(N)+AL — 2N UN) = 2A, ; U(Ny )+ 2A N,
Nun wird erneut der Erwartungswert gebildet und das zweite Moment der Kunden im System gekirzt:

0=E(U?(Ny))+E(AZ,1) - 28(Ny U(Ny)) - 28(A .1 U(Ny)) + 28(A 1N )

[3.19]
Aus der Definition der Funktion U(N, ) [3.14] kénnen folgende Zusammenhange abgel esen werden

U?(Ny) = U(Ny)
Ny U(Nk) = Nk
Dadie A, ,; vonden N, unabhéngig sind, gilt zusétzlich
E (Ak+1U(Nk)) =E (Ak+1)E(U(Nk)) =p°
Damit 183t sich Gleichung [3.19] wie folgt definieren
0=p+E(Ay,?)-2L - 2p% + 2oL
[3.20]
Die Ankunfte sind poissonverteilt, daher héngt A, ., nur von der Zeitspanne zwischen dem k-ten und dem

(k+1)-ten Abgang {= Bedienzeit S) nicht aber von den Zeitpunkten k und (k+1) ab. Der Zeitindex kann also
entfallen

B(Afa)=E(A%)
Dieses zweite Moment der Ankinfte 1813t sich mit Hilfe von Varianz und Erwartungswert ausdriicken

E(A%)=Var(A) +(E(A))" = Var(A) +p?

[3.21]
Die Varianz kann wie folgt ermittelt werden (siehe auch [GROS85] Kapitel 5.1.1)

Var(A)=E(Var(A|S))+ Var (£(A] 9))
[3.22]
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Fir die Komponenten obiger Summe gilt

E(Var(A|S))=E(AS)=AE(S9)=A5=p
Var(E(A|9)) = Var(hs) = PVar(s) = K63

Dabei bezeichnet 62 die Varianz der Bedienzeit. Es ergibt sich

Var(A)=p + \%c3
und weiters

E(A2)=p + 2262 +p?
Dieser Ausdruck wird in Gleichung [3.20] eingesetzt
0=2p+ 263 +p?—2L - 2p% +2pL

Nach L ausgedriickt ergibt sich

L 2p - p? + 63

2(1-p)
[3.23]

Lopt p? + %63

2(1-p)
Obige Ausdriicke stellen zwei &quivalente Formen der sogenannten Pollaczek-Khintchine-Mittelwertformel
(P-K-Mittelwertformel) dar. Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser Formel ist, dai die Varianz der Bedien-
zeit ausreicht, um Ergebnisse fur die mittlere Anzahl der Kunden im System zu erhalten.
Weiters|aft sich dieAnnahme, dal? die mittlere Anzahl der Kunden im System mit steigender Varianz zunimmt,
bestétigen.
Die weiteren Leistungsgrofzen konnen mit Hilfe des Gesetzes von Little wie gewohnt errechnet werden.

1 1 p? + %63

W=— —+
Aon 2(1-p)
[3.24]
2,42 2
Wq:W_EZLkGS
wo 2M1-p)

[3.25]
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Lg =AW, = p_+Hos
2(1-p)
[3.26]
NatUrlich lassen sich auch die Verteilungen fur die mittlere Antwortzeit und die mittlere Wartezeit finden. lhre
transformierten Funktionen werden nun, ohne ndher auf deren Ermittlung einzugehen, angegeben

W(S): (1—p)St_)(S)
Ab(s)—A+s
[3.27]
o (1=P)S
Wq(s)_kt_)(s)—?ws
[3.28]

Auch diese beiden Formeln tragen den Namen Pollaczek-K hintchine-Formel.

Ahnliche und andere Ansétze fiir dasM/G/1-Modell sind in der Literatur wie[COOP72] Kapitel 5.5, [STOC78]
Kapitel 111.7, [HAIG81] Kapitel 6.6 bis6.14, [ALLE78] Kapitel 5.3.1, [KLEI75] Kapitel 5, [ROBE94] Kapitel
2.12 und [GROS85] Kapitel 5.1 zu finden.

Im Gegensatz zu den zuvor genannten Autoren leitet [SCHA 73] Kapitel I1.2 das M/G/1-Modell als Spezialfall
vom G/G/1-Modell ab.

Transiente Charakteristiken werden von [PRABG65] u.a. in Kapitel 1.9, 2 und 3 behandelt. Einen Ansatz Uber die
Verteilungen bietet [SAAT61] Kapitel 8.

3.1.3Weitere Aspekte desM/G/1-M odells
Eine Moglichkeit, das Modell zu erweitern, besteht in der EinfUhrung von ungeduldigen Kunden. Den Aus-
gangspunkt bildet Gleichung [3.2]. Sie wird wie folgt modifiziert

~Pelt a

au=[; PR
[3.29]

Dabei bezeichnet p_ die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein ankommender Kunde das System betritt. Durch die Einfuh-
rung dieser Wahrscheinlichkeit wird aus dem urspriinglichen Poissonproze3 ein gefilterter Poissonprozef3.
Die Erweiterung auf mehr Bediener gestaltet sich nicht so einfach wie beim M/M/1-Modell. Eine Analyse des
M/G/m-Modells mit Hilfe der eingebetteten Markovketten ist nicht mehr méglich, da die einzelnen Abgange
den Bedienern nicht mehr zugeordnet werden kdnnen. Damit héngt dieAnzahl der Ankuinfte nicht mehr nur von
der Anzahl der Kunden im System nach einem Abgang ab. Eine Ausnahme bildet das M/G/m/m-System aus
Kapitel 2.2.2. Weitere Ergebnisse fur diesen Spezialfall sind in [GROS85] Kapitel 5.2 zu finden.
Durch Spezialisierung der Bedienzeitverteilung wird oft eine Analyse erméglicht. Einige Beispiele dafir sind
das M/M/m-, das M/D/m- und das M/E,/m-Modell. Das M/D/m-Modell wird von [PRAB65] Kapitel 1.7 und
[GROSB5] Kapitel 6.2 behandelt. Einige Ergebnisse fur das E /E,/m-Modell sind in [GROS85] Kapitel 3.3.3
zu finden. Wahlt man =1, so erhdlt man das M/E, /m-Modell.
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Wird der Warteraum des M/G/1-Modells auf K Pléatze beschrankt, so muR? die Ankunftsrate in ahnlicher Weise
wie beim M/M/1/K-Modell beschrankt werden, damit die P-K-Mittelwertformel ihre Gliltigkeit behalt

A = M1-py)

Die Zustandswahrscheinlichkeiten werden wie beim M/G/1-Modell bestimmt, der einzige Unterschied besteht
in der Zustandsiibergangsmatrix [3.3]. Dieseist auf K-1 Platze beschrankt. Es entsteht ein Gleichungssystem
mit K Gleichungen und K Unbekannten, welches eindeutig gel 6st werden kann.

Naheres zum M/G/1/K-Modell siehe [GROS85] Kapitel 5.1.8.

Einige Ergebnissefir das M/G/1-Modell mit Gruppenankiinften sind in [GROS85] Kapitel 5.1.9 und [BHAT68]
Kapitel 1 zu finden.

Das M/G/1-Modell mit Prioritaten wird von [WOLF89] Kapitel 8.5, [ALLE78] Kapitel 5.4 und [JAIS68] be-
schrieben.

3.1.4 Spezialisierung auf das M/M/1-M odell

Um die bisher erzielten Ergebnisse einigermalien zu Uberprifen, wird fir die Bedienzeitverteilung eine Expo-
nentialverteilung angenommen und das M/G/1-Modell so auf ein M/M/1-Modell reduziert. Die ermittelten
Resultate kénnen mit denen aus Kapitel 2.1 verglichen werden.

Die Laplace-Transformierte der Exponentialverteilung ist gegeben durch (siehe Tabelle (C.7, Spalte "Moment-
erzeugende Funktionen” und setze s=-t).

Eingesetzt in Gleichung [3.12] ergibt sich

R P N
P(Z)_(l Pl Z)u+%(1—2)_ (1-p)d-2u _(-pju_1-p
- [ u-zu-201-2) u-Az 1-2p

— -z
u+i(ld-2)

Diese Funktion entspricht der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion eines M/M/1-Modells, was sich durch
die Entwicklung in eine geometrische Reihe belegen l&t.

1

(1= p) = == P E 2P =K 2Py

Durch Isolation der z" ergibt sich

Pr=p"(1-p)
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Dabei handelt es sich um die stationéren Zustandswahrscheinlichkeiten des M/M/1-Modells.

Nun gilt es, die mittlere Anzahl von Kunden im System mit Hilfe der P-K Mittelwertformel zu eruieren. Dadie
Bedienzeiten exponentialverteilt sind, liegt der Erwartungswert bei % und die Varianz bei /]{lz (siehe auch
Tabelle D.3). Diese Werte werden nun in Gleichung [3.23] eingesetzt

2p —p? +7»2i2
21-p) 1-p

Ein Vergleich mit Gleichung [2.12] zeigt, dal3 auch dieses Ergebnis korrekt ist.

3.1.5 Spezialisierung auf das M/D/1-M odell

Die Ergebnisse fir dasM/G/1-Modell lassen sich sehr gut auf das sonst schwer zu analysierende M/D/1-Modell
anwenden. Diese Spezialisierung wird im folgenden gezeigt.

Die Dichtefunktion der deterministischen Verteilung ist gegeben durch

b(x) = 5(x - 1)
i

[3.30]
Die Stammfunktion von §(z) lautet A(z) und besitzt folgendes Aussehen
A(2) 0 furz<O0
Z)=
1 furz>0
[3.31]
Die Laplace-Transformierte der Dichte lautet
_s
b(s)=e "
[3.32]
Diesein Gleichung [3.12] eingesetzt ergibt
_Mi-z)
(1-p)d-2)e *
P(z) = T1-2)
e " -z
(1-2)
Nun wird mit =) multipliziert
1-p)1-
1-ze?®?

[3.33]
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Obiger Ausdruck beschreibt die erzeugende Funktion fur die Zustandswahrscheinlichkeiten eines M/D/1-Mo-
dells. Dieser wird nun in eine Reihe entwickelt

P(z)=(1-p)1- Z)zzozi P(t-2)

Wird die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickelt, der Ausdruck umgeformt und die Koeffizienten der z'
isoliert, so ergibt sich

Po=1-p
py=(1-p)(e’-1)

Mit Hilfe dieser beiden Ausdriicke und noch weiteren Umformungen kann folgender Ausdruck errechnet wer-
den

| —oi n—i epi . I n-i-1 epi
Pr=(1- P)Zho% - Zizo(([;)_ﬁ
[3.34]
Weitaus einfacher gestaltet sich die Anwendung der P-K-Mittelwertformel. Da die Varianz der deterministi-
schen Bedienzeitverteilungen cé =0 ig, liefert Gleichung [3.23] folgendes Ergebnis

p
L=p+
21-p)
Nimmt man dann folgende Umformung vor,
_p@-p)+p* _20-p" _p ¢

STTo@-p) 20-p) 1-p 20-p)

so |&lt sich zeigen, dal3 die mittlere Anzahl der Kunden L
mittlereAnzahl der KundenlL , ., ,
L&t man p — 0 gehen, so erweist sich, dal3 L

won €iNes M/D/1-Systems immer kleiner ist als die
ineinem vergleichbaren M/M/1-System. Ist p = 0, soistL,, ., = L,,5,,= O-

und £ L den selben Grenzwert anstreben.

M/D/1 M/M/1

Das M/D/1-Modéll ist besonders fur die Modellierung paketvermittelnder Knoten interessant. Will man aller-
dings ein gesamtes Netz analysieren, mufdwieder auf Produktformldsungen zurtickgegriffen werden, d.h. sémt-
liche Knoten werden als M/M/1-Modelle interpretiert. Die zuvor gemachten Grenzwertbetrachtungen haben
gezeigt, dal? die Leistungsgrofien des Netzes mit steigender Verkehrsintensitét bzw. Auslastung je Knoten in
zunehmendem Mal3e Uberschétzt werden.
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3.2 Das G/M/1-M odell
Die hier vorliegende Analyse des G/M/1-Modells éhnelt in den Grundziigen der des M/G/1-Modélls. Ein we-
sentlicher Unterschied liegt in den Regenerationszeitpunkten, das System wird unmittelbar vor den Anktinften
von Kunden betrachtet. Bezeichnet a(t) die Verteilung der Zwischenankunftszeiten, so ergeben sich folgende
Ubergangswahrscheinlichkeiten

qp, = Pr{bKunden bedient in einer Zwischenankunftsperiode}

_ j:_e_m(“‘)b a(t)dt

b!
[3.36]
und weiters die Ubergangsmatrix
1-qq g 0 O O -
1—21K:OQ|< 0 9 0 0 -
2
Q= 1—Zk:oqk 02 Oy Qo O -
[3.37]

Die Ubergénge fiir einen Zustand n sind in Abbildung 3.2 graphisch dargestellt:

Abb 3.2 Zustandsiibergange einer G/M/1-Modells

Unter der Annahme, dal3 eine Gleichgewichtslsung existiert, 1823t sich folgendes Gleichungssystem 16sen

pPQ=p
pe=1
[3.38]
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Dabei bezeichnet e einen Spaltenvektor, wobei alle Elemente gleich 1 sind. Daraus erklért sich auch die Bedeu-
tung des zweiten Ausdrucks, welcher der Zusatzbedingung entspricht

z Pk =1
k
Die Lésung von [3.38] kann nach folgendem Schema ermittelt werden

o Y oPisi-1di firk >1
k = ) i .
Zi:Opi(l_ZJ‘:Oqj) firk=0
[3.39]
Im Gegensatz zum M/G/1-Model| entsprechen die Zustandswahrscheinlichkeiten unmittelbar vor Ankunft nicht

den generellen Gleichgewichtswahrscheinlichkeiten.
Geht man davon aus, daf3 die Lsungen folgendes Aussehen haben

Pk+1 =7 Pk
so ergibt sich

Pk = %
[3.40]
Diese Annahme 1&3t sich mit Hilfe der relativen Besuchsfrequenzen rechtfertigen, fir eventuelle Detailfragen
siehe [KLEI75] Kapitel 6.2. Setzt man nun [3.40] in den oberen Teil von [3.39] ein, so présentiert sich die
Formel wiefolgt

P =CY* = X Prsical
= zzk_lpi Qit1-k

- i:k_]_C’Yqu—l—k

Durch Elimination von C und y*-1 erhdlt man

Y= V=Y v

Schliefdlich muR3 noch die Gleichung [3.36] eingesetzt werden

(1) o i1
v=Xr7 ) # at)dt=[ e a(t)dt

[3.41]
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Man kann ~ auch mit Hilfe der Laplace-Transformierten der Ankunftsdichte a(s) ausdriicken

v=a(u1-7)
[3.42]
Nun muf3 nur noch die Konstante C bestimmt werden. Da die Summe aler Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben
mul3, gilt

= = C .
1=Zk=opk =2k=ocYk=CZYk=ﬁ fur0O<y<1

Daraus folgt

[3.43]
und weiters

P =(1-7)y" furk>0undO<y<1

[3.44]
Dieses Ergebnis dhnelt stark dem des M/M/1-Modells, estritt lediglich y an die Stellevon p. Das ermdglicht
die Verwendung der Formeln fur die LeistungsgrofRen des M/M/1-Modells. Dabei ist alerdings zu beachten,
dad es sich um die Leistungsgrofen unmittelbar vor einer Ankunft handelt. Dennoch 183t sich zeigen, da3 die
Verteilungen fur die Warte- und Antwortzeiten generell gelten. Siehe dazu [KLEI75] Kapitel 6.4.
Damit sind auch die LeistungsgroRen W und W, nicht auf die Zeitpunkte unmittelbar vor den Ankinften be-
schrankt. Die Leistungsgrofien lauten

L(A): ¥
1-v
[3.45]
L(A) _ Yz
q 1_,Y
[3.46]
y
W =
M1-7v)
[3.47]
Y
W. =
T u-v)
[3.48]

Dabei bezeichnen L® und L * die mittlere Anzahl von Kunden im System bzw. die mittlere Warteschlangen-
lange unmittelbar vor einer Ankunft. Bei genauerer Betrachtung von Gleichung [3.45] und [3.47] stellt sich
heraus, dal? das Gesetz von Little fur L® und W bzw. fur L * und W, nicht gilt.
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Dieser und auch andere Losungsansétze sind in der einschlégigen Literatur, wie [ALLE78] Kapitel 5.3.2,
[WOLF89] Kapitel 8.6, [HAIG81] Kapitel 6.15, [SAAT61] Kapitel 10, [PRAB65] Kapitel 2.9 und 3 und
[COOPT72] Kapitel 5.7 zu finden. Die Erweiterung auf mehrere Bediener schlégt sich besondersin den Formeln
fur y und C nieder. Die weitere Analyse spaltet sich in zwei Teile: Entweder es sind m oder mehr Kunden im
System und alle Bediener arbeiten, oder es stehen einer oder mehr Bediener frei. Im ersten Fall entspricht der
Lésungsweg dem des G/M/1-Modéells, es gilt allerdings k > manstatt k > 0 und die effektive Bedienrate be-
tragt um . Der zweite Fall erfordert eine andere Behandlung, dazu siehe [KLEI 75] Kapitel 6.5. Auch [ GROS85]
bietet in Kapitel 5.3.2 einige Ergebnisse fir das G/M/m-Modell an. Ausgehend vom G/G/m-System untersucht
[SCHAT73] in Kapitel 111.2 den Speziafall des G/M/m-Systems.

Das G/M/1-Modell mit Gruppenabfertigung wird in [BHAT68] Kapitel 2 behandelt.

3.2.1 Spezialisierung auf das M/M/1-M odell
Wie schon zuvor beim M/G/1-Modell wird in diesem Abschnitt versucht, die Ergebnisse des G/M/1-Modellsim
Falle eines M/M/1-Systems zu Uberprifen.
Die momenterzeugende Funktion fir exponentialverteilte Zwischenankunftszeiten kann aus Tabelle C.7 abge-
lesen werden, danach setzt man s=-t und erhélt so die Laplace-Transformierte
A
S+ A
Einsetzen in Gleichung [3.42] liefert

A

v=a(k(1-v)) gy

Durch Umformung erhalt man folgende quadrati sche Gleichung,
w2 —(u+A)y+ia=0
die so zerlegt werden kann
(r -2y -1)=0

Daraus kénnen nun die Ergebnisse abgelesen werden. Die erste Losung y =1 ist nicht mal3geblich, dasie die
Bedingung fur ein stabiles System 0 <y <1 verletzt. Die zweite Losung lautet
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Eingesetzt in Gleichung [3.44] ergibt sich

e =(1-p)p"

Ein Vergleich mit Gleichung [2.11] zeigt, dal es sich dabei um die Zustandswahrscheinlichkeiten des M/M/1-
Modells handelt.

3.2.2. Spezialisierung auf das D/M/1-M odell
In diesem Abschnitt wird ein Modell mit deterministischen Zwischenankunftszeiten vorgestellt. Ergebnisse
sind nur mit Hilfe numerischer Techniken mdglich. Bezeichnet

a(s) = ot
[3.49]
die Laplace-Transformierte der deterministischen Verteilung (ndheres dazu siehe Kapitel 3.1.5), so ergibt sich
laut Gleichung [3.42]

[3.50]
Dieses Gleichungssystem kann nur fir bestimmte p numerisch ermittelt werden.

Beispiel 3.1
Gegenstand der Analyse ist ein M ef3datenerfassungssystem. Von einer Sensorstation werden Daten
in bestimmten Zeitintervallen (alle 4 Sekunden) an einen Rechner gemeldet. Dort werden siein eine
Datenbank eingetragen. Die Dauer dieses Vorganges ist exponentialverteilt und betragt im Mittel 2
Sekunden. Daraus ergibt sich eine Verkehrsintensitét von 0,5. Mit Hilfe eines numerischen Verfah-
rens kann y mit 0,2 angendhert werden. Somit erhdlt man folgende Naherungen fir die Zustands-
wahrscheinlichkeiten.

p, ~0,8-0,2"

Wird die Laplace-Transformierte der deterministischen "Dichtefunktion” in eine Reihe entwickelt,
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so kann eine Approximationsformel fir das D/M/1-Modell abgel eitet werden:

[3.51]
Einsetzen in Gleichung [3.42] liefert

2
y:1_1—7+<u—uw _ lov 1-2y+y?
p 2 p 2p?

Es ergibt sich die quadratische Gleichung
v? —y(2—2p+pz)+2p2 -2p+1=0
mit ihren L&sungen

2—2p+p2 2-p
= +
% 2 P2

Dieerste Losung vy, = 1verletzt die Stabilitétsbedingung 0 <y <1 und wird daher ausgeschl ossen.
Die zweite L6sung lautet

Y, =1-2p+p’
[3.52]
und kann zur Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten herangezogen werden.

Po=1-v=2p-p*
pi = (20 - p2)(1- 20+ %)

Mit Hilfe von Gleichung [3.52] lassen sich Approximationen fir die Leistungsgrofien ermitteln

L(A) _ 1- 2p +p2
2p—p?
[3.53]
2
) (1— 2p+p2)
Ly =——=—
2p-p
[3.54]
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3 2
W:1 2p+g
7L(2p—p )
[3.55]
B 2
W, =12LF;
u(2p-p?)
[3.56]
Beispiel 3.2.

Werden die Zahlen aus Beispiel 3.1 eingesetzt, so ergeben sich folgende Naherungswerte fur die
Zustandswahrscheinlichkeiten

po = 0, 75
p, = 0,1875
p, = 0,046875

Der Fehler der Naherungslésungen kann reduziert werden, indem in der Reihenentwicklung der
Exponentialfunktion [3.51] mehr Glieder berlicksichtigt werden.
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3.3 Das G/G/1-Moddll

Obwohl dieses Modell sehr allgemein gehalten ist und damit eine Vielzahl anderer Modelle miteinschlief3t,
lassen sich noch einige Ergebnisse erzielen. Die Analyse des G/G/1-Modells geht auf Lindley (1952) zurlick
und wird hier nur in den wichtigsten Punkten behandelt. Den Ausgangspunkt bildet Gleichung [1.18] aus der
Einfihrung

(n+1) _
Wy =

Wi+ 8 -1 fgrw(M + 8 -1 >0
0 farw(" + 8" -1 <0

[3.57]
Dabei bezeichnet W ) die Wartezeit des n-ten K unden. Die Bedienzeiten S” sind nicht negative, unabhangige,
identisch verteilte ZufallsgroBen mit Verteilungsfunktion B(.) und Dichte b(.). Wie bisher wird die Laplace-
Transformiertevon b(.) mit b(s) bezeichnet. Die Zwischenankunftszeiten T miissen voneinander und von den
Bedienzeiten unabhangig sein. Sie besitzen die Verteilung A(.) und die Dichte a(.), die Laplace-Transformierte
der Dichteist durch a(s) gegeben. Nun definiert man eine weitere Zufallsgrofie

_gn_

mit Verteilungsfunktion U(.) und Dichte u(.). Die Laplace-Transformierte u(s) 1&Rt sich durch Faltung ermit-
teln

U(s)=a(-s)b(s)
[3.58]
Ist die Wartezeitverteilung des n-ten Kunden Wé”)(t) bekannt, so kann auch die Wartezeitverteilung fir den
(n+1)-ten Kunden aus Gleichung [3.57] abgeleitet werden

W(nﬂ)(t)_{j‘ W (t-x)U(x)dx firt=0
() =4

0 firt<0
[3.59]
Unter der Annahme eines stationdren Gleichgewichtes,
lim,oW4™ () = Wy (1)
dasbei p <1 gegeben ist, mul3 dieses folgender Gleichung genligen
t ..
()= [ Wy (t-x)U(x)dx firt=0
furt<O
[3.60]

Diese Gleichung ist nach Lindley benannt und gehért zur Klasse der Wiener-Hopf Integralgleichungen. Allge-
meinere Lésungsansatze alsder nun folgendesind in [RIO62] Kapitel 4.5, [WOLF89] Kapitel 9.12 und [KLEI75]
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Kapitel 8.2 zu finden. Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung [3.60] besitzt einen Wert ungleich O.
Dieser wirkt sich fur alle t > 0 auf den Wert von Wq(t) aus. Man definiert deshalb

q

W (t) = LL,VVq(t -x)U(x)dx furt<0
0 fiirt>0

[3.61]
Diese Gleichung beschreibt den Wert des obigen Integrals fir negative t. Gleichung [3.60] und [3.61] ergeben
in Summe

W, (8)+ Wy(t)= [ Wy (t—x)U(x)dx

[3.62]
Bezeichnen W, (s) und W (s) die Laplace-Transformierten der Funktionen W, (t) und W(t), so I&Rt sich
Gleichung [3.62] wie folgt angeben

[3.63]
Zwischen der Laplace-Transformierten W, (s) der noch unbekannten Dichte der Wartezeit (= Laplace-Stieltjes-

Transformierte der Wartezeitverteilung W, (t)) und der Laplace-Transformierten der Wartezeitverteilung VT/q (s)
|&3t sich folgender Zusammenhang (siehe Anhang C.2, Gleichung [C.4]) herstellen

W, (s) = sW,(9)

In Gleichung [3.63] eingesetzt ergibt sich
— 1_
W, (s) + gwq(s) =

Nach weiteren Umformungen folgt schliefdlich

[3.64]
Das Kernproblem der Anwendung dieser Formel fir bestimmte Wartesysteme stellt die Bestimmung der Funk-
tion V_\/q’ (s) dar. Diesist jedoch Aufgabe der Funktionentheorie und wird hier nicht weiter erlutert, besonders,
dadiesden Rahmen dieser Arbeit sprengen wirde. Weitere Darstel lungen des G/G/1-Modellssind in[ GROS85]
Kapitel 6.1, [COOP72] Kapitel 6.2, [WOLF89] Kapitel 9 und [KLEI75] Kapitel 8 zu finden. Eine Mdglichkeit,
die oben genannten komplexen mathematischen Betrachtungen zu umgehen, besteht in der Verwendung von
Erlangmischverteilungen zur Approximation der Zwischenankunfts- und Bedienzeiten. Statt dessen kénnen
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auch Naherungen und Grenzwerte fr bestimmte Leistungsgrofen ermittelt werden. Mit Hilfe des folgenden
Ausdrucks kénnen Grenzen fir die Wartezeit eines G/G/1-Systems errechnet werden

2’65 +p(p - 2)

cw, < Mot 9d)
2M1-p)

T 21-p)

[3.65]
Dabei bezeichnet 62 dieVarianz der Zwischenankunftszeiten und o3 die Varianz der Bedienzeiten. Erhdlt man
fir die untere Grenze einen negativen Wert, so ist dieser durch O zu ersetzen. Die genaue Ermittlung der Gren-
zen [3.65] wird in [GROS85] Kapitel 7.1 beschrieben.
Mit Hilfe der Allen-Cunneen Formel kann ein Naherungswert fir die mittlere Wartezeit eines G/G/m-Systems
errechnet werden

W - c(m,p) [x20$+u20§)
Y u(m-p) 2

[3.66]
Dabei bezeichnet C(m, p) dieErlang’sche Formel der 2. Art (Erlang Delay Formula). Siegibt dieWahrschein-

lichkeit an, dal? alle Bediener eines vergleichbaren M/M/m-Systems belegt sind

m

P
C(mp)= 3 po = —— (M=)
Zm_—lpi_i_ P
=0l (m-1)!(m-p)

[3.67]
Gleichung [3.66] liefert genaue Resultate fur das M/M/m- und das M/G/1-System. Auch sonst werden gute
Ergebnisse erzielt. Néheres zur Allen-Cunneen Formel ist in [ALLE78] Kapitel 5.5.1 zu finden.
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A. Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung besteht aus einer Funktion und ihren Ableitungen. Gesucht wird eine Funktion, die
dieser Differentialgleichung gentigt.

A.1Klassifikation

Eine Differentialgleichung heif3t gewdhnlich, wenn die gesuchte Funktion nur von einer unabhéngigen Varia-
blen abhangt (Im Gegensatz zur partiellen Differentialgleichung, dort ist eine Abhéangigkeit von weiteren
Variablen gegeben). Eine gewohnliche lineare Differentialgleichung hat beispiel sweise folgendes Aussehen:

d" dn? d
a0 et B 1 (X) -+ 39y = ()

3() dx" dx

[A.1]
Eine Differentialgleichung hat die Ordnung n, wenn eine Ableitung n-ter Ordnung, aber keine Ableitung hthe-
rer Ordnung vorkommt.

Beispiel A.1 Einelineare Differentialgleichung 2. Ordnung kénnte so aussehen:
y’+3y'+2y=06¢€"

Die Funktion f(x) aus Gleichung [A.1] bezeichnet man als Storfunktion. Falls keine Storfunktion existiert
(f(x)=0), dann heift die Differentialgleichung homogen (im Gegensatz zu inhomogen : f(x) # 0. Weiters
existieren auch noch nichtlineare Differentialgleichungen, auf die wir hier aber nicht ndher eingehen wollen.

A.2 LOsungen
Eine Differentialgleichung hat unendlich viele L ésungen, aus denen eine, durch Angabe einer Anfangsbedingung,
2.B. Y(Xo) = Yo, ausgewahlt werden kann (partikulare Losung).

Beispiel A.2
Gegeben ist die Differentialgleichung y’ = ymit den Lésungen y=Ce*.
Es existieren unendlich viele Lésungen, da C eine beliebig wahlbare K onstante bezeichnet.
Ausder Anfangsbedingung y(0) =1 folgt 1= Cce’. Damitwird eineKurve y = e* ausder Losungs-
schar ausgewahit.

Enthalt eine Losung eine oder mehrere Konstanten, je nach Losungsverfahren und Ordnung, so heif3t diese
L6ésung allgemeine Lésung. Die Gesantheit der Lésungen ist allerdings nicht immer nur durch die allgemeine
L 6sung alleine gegeben, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel A.3

Gesucht ist die Ldsung der Differentialgleichung y’ = %/F mit Anfangsbedingung y(2) = 0. Ne-
ben der partikuléren Lésung

1 3
== (x-2
y 27( )
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gibt es noch eine weitere Losung y = 0, die die Anfangsbedingung erfillt.

Diese zusétzliche LAsung des obigen Beispiels heifdt singulére Losung.

A.3 Methoden zur L6sung von Differentialgleichungen

A.3.1 Trennung der Variablen
Gegeben ist eine Funktion mit folgendem Aussehen

% = f(x)g(y)
[A.2]
Dann kann die Lésung wie folgt ermittelt werden
fﬂ = .[ f(x)dx
a(y)

Gleichung [A.2] wird, vereinfacht ausgedriickt, mit dx multipliziert, durch g(y) dividiert und anschlief?end
mit einem Integral versehen.

Beispiel A.4
yy =3x% + 2€"
yﬂ =3x% + 2€*
dx

fydy=f(3x2 + 2ex)dx
2
y?:xe’ +2e"+C

A.3.2 Die Methode desintegrierenden Faktors
Eine Differentialgleichung der Form

Lray=10

[A.3]
wird mit einer Funktion g(x) (dem integrierenden Faktor) multipliziert und in folgende Form gebracht:
d@y) _
dx
[A.4]

Schliefdlich wird die Lésung mittels Trennung der Variablen ermittelt:

y:lj.gfdx+E
g 9

[A.5]
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Die Anwendung der Produktregel auf Gleichung [A.4] liefert

ﬂ + Xﬂ =f
dx gdx
Gleichgesetzt mit Gleichung [A.3] ergibt das
=99 _ a0
g dx
Integriert und aufgel 6st folgt
9= ecej a(x)dx

[A.6]
Danur eine partikulé&re Funktion gesucht wird, kann C=0 gesetzt werden. Das Einsetzen von Gleichung [A.6]
in Gleichung [A.5] ergibt die endgdiltige L 6sung:

y:e—J'a(x)de-eja(x)dx f(X)dX+Ce—ja(x)dx

A.3.3 Variation der Konstanten fiir lineare Differentialgleichungen der 1. Ordnung
Betrachten wir noch einmal eine Gleichung der Form

%+a(x)y= F(%)

[A.3]
Die Losungsgesamtheit dieser Differentialgleichung besteht aus der allgemeinen Ldsung der zugehérigen ho-
mogenen Differentialgleichung yj,(X) und einer beliebigen partikularen Losung yp(x) .Also gilt

Y(X) = Yn(¥) + Yp(x)

Die L6sung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung

dy
—+ax)y=0
4y Ty

1&03t sich wie gewohnt durch Trennung der Variablen finden. Ausgehend von der allgemeinen L 6sung der zuge-
horigen homogenen Differentialgleichung fihrt der Ansatz

—Ja(x)dx

letztendlich zu folgendem Ergebnis:
cx) = fe "
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Beispiel A.5

In|y|=In|x|-x+In|]C| mitC#0
y=Cxe™*

Durch Variation der Konstanten gelangt man zu folgendem Ansatz

Einsetzen in die Ausgangsgleichung ergibt
C'(x)xe *+ C(x)(e"‘— X e‘x) - 1_TX C(x)e™ = 4x?
C'(x)xe™ = 4x?
C(x)=4[xe* = 4(xex—ex)+ C,
Mit C, =0 folgt
Yp(X) = 4(x2 - x)

Die Lésungsgesamtheit lautet daher

y(x) = Cxe ¥+ 4(x2—x) mit CeR
A.3.4 Die charakteristische Gleichung flr linear homogene Differentialgleichungen mit
konstanten K oeffizienten

Werden die Koeffizienten von Gleichung [A.1] konstant gewahlt undist f(x) =0, so entsteht

dny dn—ly dy
an + 1W+...+an_la+any:0

3,
[A7]
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Diesist eine linear homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten. Die Form von Gleichung [A.7] 183
darauf schlieRen, dafi? die Lésung €™ enthélt, da es sich dabei um die einzige Funktion handelt, deren Ablei-
tung ein Vielfaches von sich selbst ist, das heif3t

dne™
R =rhe™
X

Daraus ergibt sich

(aorn +a1r“‘1+...+an_1r+an)erx =0
[A.8]
Fiir den Fall, dai3 €™ # 0 ist, muR also die charakteristische Gleichung

ar"+ar"t+..+a, r+a, =0
[A9]

gel6st werden. Falls n unterschiedliche Wurzeln 1y, r,,..., 1, existieren, kann Gleichung [A.8] wie folgt ausge-
driickt werden

(r=r)(r=ry)..(r-r)e*=0
Die allgemeine Ldsung ist dann durch
y= Zinlei e =C, e+ C,e?7+...+C,e™

gegeben. Bei Mehrfachwurzeln wird wiefol gt vorgegangen: Angenommen, dieWurzel r; kommt k mal vor, so
ergibt sich

(r=1) (r=1,)-(r=ry_y)e* =0

und fur die allgemeine L&sung

_ VK k-1 4rx n Mi—k+1X
y_Zizlcix e +2i:k+1cie

=C, e+ Coxe™+ ..+ C x e+ Cp,, 7 +..C, ek
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Beispiel A.6
y”—4y”"+5y'-2y=0
Die charakteristische Gleichung lautet
r3—4r?+5r-2=0

Eine Losung r; =1 (durch Einsetzen leicht nachzuprifen). Die Gleichung reduziert sich mittels
Polynomdivision durch (r-1) auf

r>—3r+2=0

Die beiden weiteren Lésungen erhdlt man wie folgt

Die zerlegte charakteristische Gleichung lautet also
(r-2)(r-1)*=0
Diealgemeine Lésung ist

2X X X
y=C,e”"+C,e"+Cyxe

A.3.5 Der unbestimmte Ansatz fir spezielle Storfunktionen
Gegeben ist eine Gleichung der Form

n n-1
ao%+al%+...+an_l%+ao y=f(x)
[A.10]
wobei f(x) aus den Ausdriicken x™, sinbx, cosbx, € oder Kombinationen dieser Ausdriicke besteht. Nun
kann ein unbestimmter Ansatz mit anschlief3endem K oeffizientenvergleich durchgef iihrt werden. Doch vorher

definieren wir die Familie einer Funktion f(x) und ihrer Ableitungen (ohne zusétzliche Konstanten).
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Sorfunktion Familie
x™ x™ x™ L xM2 X1, Xo
ebx ebx
sin bx sinbx, cosbx
cosbx sinbx, cosbx

Tab A.1 Partikulare Versuchslésungen fir Differentialgleichungen

Fir jede Teilfunktion der Stérfunktion wird die entsprechende Familie in den Ansatz aufgenommen. Doppelte
Familien oder Teilmengen anderer Familien kdnnen weggel assen werden. Falls ein Element einer Familie Tell
der allgemeinen Ldsung ist, wird diese Familie solange mit x multipliziert, bis kein Element mehr in die allge-
meine LAsung eingesetzt werden kann. Schliefdlich wird die so angesetzte partikulére Lésung in die Differen-
tialgleichung eingesetzt und ein Koeffizientenvergleich durchgefuhrt.

Beispiel A.7
y”—y =2x+1-4cosx +2¢*
Die algemeine Lésung der zugehdrigen homogenen Gleichung lautet
y=Cr+ e+ Coe™
Folgende Familien sind in der Stérfunktion enthalten
{x,1},{1},{cosx, sinx},{ex}
Die Familie {1} ist Teilmenge der Familie {x,1} und kann somit entfallen. Weiters sind die Familien {x,1}

und {e*} Teil der allgemeinen Lésung und werden daher beide mit x multipliziert
Folgende Familien werden nun fir den Ansatz verwendet

{xz,x},{cosx, sinx}, {x ex}

Yo = Ax? + Bx + Ccosx + Dsinx + Ex e

Einsetzen von Y, in die Ausgangsgleichung liefert

Csinx — Dcosx + E(xe"+ 3ex)
—{2Ax + B - Csinx + Dcosx + E(xex+ ex)]

=2X +1— 4cosx + 2¢e*
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Vereinfacht ergibt dies
—2AX —B+2Csinx — 2D cosx + 2E€* = 2x +1— 4 cosx + 2¢€”
Nach einem K oeffizientenvergleich erhdlt man
A=-1 B=-1 C=0; D=2, E=1
Daraus folgt die partikuldre L 6sung
Yo =—X* =X +2sinx +xe"
und die Lésungsgesamtheit
y=C,+C, e+ Cye*—x? —x+2sinx +xe*

A.3.6 Variation der Konstanten
Wird die Gleichung [A.1] durch a,(x) dividiert, so erhdlt man

d"y
dx"

dn—ly
d Xn—l

ot bn,l(x)% +D,(x)y = 9(x)

+by(x)

[A.11]
Setzt sich die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung aus n Teillosungen y;(X), ..., Y, (X) zusammen,

Yy=Cy+CYot...+Cyy,
[A.12]
so kann die partikulére Ldsung wie folgt ausgedriickt werden

Yp = Cu(%) Y1.(X) + Co(X) Yo (X) + ...+ Cy (X) Y (X)
[A.13]
Um Ergebnisse fir die Funktion Cy(x), ..., C,(X) zu erhalten, muR folgendes Gleichungssystem gel dst werden:

Cyit+ GYo+ ..+ Cry, =0
Cyi+Coyot ..+ Cry, =0
Cin™ 2+ Gy, P4+ Cly," P =0
Cy " P+ Coy "+ Gy (Y = g

[A.14]
Schliefdlich werden die C/ integriert, um die C, zu erhalten.
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Fir eine linear inhomogene Differential gleichung mit konstanten K oeffizienten

d? d
d_x)2l+ bld—))/(+ b, y=f(x)
[A.15]
machen wir wieder den gewohnten Ansatz
Yp(X) = Ci(X) y1(X) + C5(X) Y2 (%)
[A.16]
mit der Zusatzbedingung
CL(X) Ya(X) + C5(X) yo(x) = 0
Daraus folgt, ohne hier néher darauf einzugehen
C00=] 22" gy g cy09= ] BIK)_gx
Y1¥2— V1Yo Y1¥2— 1Yo
[A.17]

Aus diesen beiden Funktionen kann schliefllich y,(x) bestimmt werden.

A.3.7 Systeme von Differentialgleichungen

Als ein System von Differentialgleichungen bezeichnet man zwei oder mehrere Gleichungen mit mehreren
abhéangigen und einer unabhangigen Variablen. Durch Umformen wird versucht, aus den gegebenen Gleichun-
gen eine Gleichung zu ermitteln, die mit den bisher besprochenen Methoden gel 6st werden kann.

Beispiel A.8
Xy =y XZ+x2+y>=0
Lose 1. Gleichung
dy _y [
dx X y y

y=CX mit C, eR
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Setzein 2. Gleichung ein und 16se diese

XZ+x*+C2x? =0

—X—C;X 2
z7=-—"_" zdz=|(x+C;x)dx
: Jzdz=[(x+ e
2 2
Z_:_lxz—c—lx2+& mit C, eR
2 2 2 2

z=1,/Cy - %,(1+C?)

A.3.8 Zuruckfuhren auf Differentialgleichungen mit niederer Ordnung
Falls die Differentialgleichung die Form

y” = f(x)

hat, so kann sie auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung der Form

zurtickgeftihrt werden. F(x) bezeichnet die Stammfunktion von f(x).

Enthalt eine Differentialgleichung 2. Ordnung nur die 1. und 2. Ableitung einer Funktion, so erhdlt man nach
der Substitution z= Yy’ eine Differentialgleichung 1. Ordnung mit der abhéngigen Variable z.

Kommt in einer Differentialgleichung 2. Ordnung die unabhangige Variable nicht vor, so setzt man

dp

y'=p unddamit Yy’ =p—
dy

und erhélt dadurch eine Differentialgleichung 1. Ordnung in vy, p,?, wobei y nun die unabhéngige und p die
abhangige Variable darstellt. y

Ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung der Form

[A.18]
gegeben und ist eine homogene Losung y; bekannt, so kann'y durch

y=¥1p
[A.19]
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ausgedriickt werden. Allerdings mui3 p aus folgender Differential gleichung ermittelt werden:

d’p (., dy, )dp
SR 2Dy | Pt
yldxz +( dx+ 1 Y1 dx ()

Diese kann hingegen wieder auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung zurtickgefiihrt werden.

dp _
dx_q
a (M ) _
v ge(298 by Ja= 19

[A.20]
Ist g ermittelt, so wird p durch Integration berechnet und in Gleichung [A.9] eingesetzt, um die Lésung firy zu
erhalten.

A.3.9 Die Verwendung von Operatoren
Bevor die Verwendung von Operatoren an einem Beispiel (siehe Beispiel A.7) erlautert werden kann, muf3

folgende Schreibwei se vereinbart werden
yl — Dy ; yll — Dzy ; ylll — D3y qcl
Beispiel A.9
y”—y =2x+1-4cosx + 2€*

In Operatorschreibweise:

D3y— Dy = 2x +1— 4cosx + 2
D(D+1)(D-1)y=2x+1-4cosx +2€"

Eswird eine neue Variable eingefuhrt
1 =(D+1)(D-1y
Dies entspricht
Dy, = 2x +1—4cosx + 2€*

daraus folgt:
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dy,
dx

)’1=J'(2x+1—4cosx+2e")dx+c1

=2X+1—-4cosx +2¢€*

2 ; X
yi =X“+X—-4sinx+2e"+C;

Resubstituiert
(D+1)(D-1)y=x? +x—4sinx+2€"+C,
Es wird eine neue Variable eingefihrt
¥, =(D-1y

daraus folgt:

(D+1)y, = x? +x—4sinx+2€"+C,
Dies entspricht
%+y2 =x?+x-4sinx+2e*+C,;

dx

Diese Differentialgleichung 1. Ordnung kann z.B. mit der Methode des integrierenden Faktors ge-
[6st werden:

y, =€~ je"(xz +X—4sinx+2€+ Cl)dx+C2 e

Yo =X? =X +1-2sinx+2cosx+ e+ C, +C,e*
Resubstituiert:
(D-1)y=x? —x+1-2sinx+2cosx+€*+C, +C, e

Wiederum erhalten wir eine Differentialgleichung 1. Ordnung, die mit der Methode desintegrieren-
den Faktors gel 6st werden kann

Y, =e’<je"‘(x2 —X+1-2sinx+2cosx+€e*+C; +C, e‘x)dx+C3eX
2 . X CQ —X X
y=-X —x+29nx+xe—2—C1—7e +Cje

Werden nun die Vorzeichen, Konstanten und Briiche in die Konstanten C;, C, und C; eingerech-
net, so ergibt sich

y=-x?—x+2snx+xe*+C, +C, e *+Cz€e"
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B. Differenzengleichungen

Manche Prozesse laufen nicht kontinuierlich, sondern stufenférmig ab. Daher sind Differentialgleichungen
kein geeignetes Mittel, um solche Prozesse zu beschreiben. Das diskrete Analogon zu den Differentialglei-
chungen sind die Differenzengl eichungen, sie beschreiben, wiedie K ennzahlen einer Prozef3stufe aus den Kenn-
zahlen der vorangegangenen Prozef3stufen zu berechnen sind.

Wenn der Zustand eines Prozesses zum Zeitpunkt t mit y, und der Zustand zum Zeitpunkt t+1 mit y, ,, USW.
bezeichnet wird, so kann die erste (endliche) Differenz als

AY=Yi1— Y

definiert werden. Die zweite Differenz ist dann durch

A? y=A(AY)=Yiio— Yis1— (yt+1_ Yt) =Y~ Wt

und die n-te Differenz durch
A"y =AA"TY) = Y- Y,

gegeben. Die n-te Differenz entspricht also der n-ten Ableitung einer Differentialgleichung. Dank dieser Ahn-
lichkeit sind einige Theorien der Differentialgleichung Ubertragbar. (z. B. die Gregory-Newton Formel, sie
entspricht der Taylor Formel fur Differentialgleichungen)

B.1 Klassifikation

Die Einteilung der Differenzengleichungen erfolgt vdllig analog zu der der Differentialgleichungen. Zum ei-
nen gibt es gewdhnliche, zum anderen partielle Differenzengleichungen. In diesem Abschnitt werden aller-
dings nur einige wenigeArten von gewohnlichen Differenzengleichungen behandelt. Einelineare Differenzen-
gleichung mit

konstanten K oeffizienten hat folgendes Aussehen:

Yient 8Yienoat @Yot &y = f
(B.1]

f, bezeichnet die schon von den Differential gleichungen bekannte Storfunktion. Ist diese gleich 0, so spricht
man von einer homogenen, andernfallsvon einer inhomogenen, d.h. f, # 0, Differenzengleichung. Weitersist
abzusehen, dal? Gleichung [B.1] Ordnung n besitzt.
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B.2 Typen von Differenzengleichungen und deren L 6sungen

B.2.1 Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung
Das nun folgende Beispidl soll illustrieren, daf? eine Losung fir einfache Typen von Differenzengleichungen
schrittweise, auch ohne Kenntnis der allgemeinen Ldsungsformel, ermittelt werden kann.

Beispiel B.1
Jemand legt einen Betrag §, auf ein Kapital sparbuch zum Zinssatz p. Es stellt sich die Frage, wie
hoch ist das Vermogen nach n Jahren unter der Voraussetzung, dal? kein weiterer Betrag einbezahlt
wird. Das Vermdgen setzt sich lediglich aus dem einbezahlten Betrag und den Zinsen des Vorjahres
zusammen.

§a=S+Sp
Daraus folgt
Sa=01+p)Ss

Ausgehend von der Einlage &1} sich das Vermdgen nach t Jahren schritt
weisefur alet=1..n ermitteln:

1+p)S
1+pS=01+p)’S
1+p)"S

S
S
S

Dabei gibt die letzte Zeile das Vermbgen nach n Jahren an.

Beispiel B.2
Betrachten wir einen weiteren Fall, bei dem jemand einen Betrag S, auf ein Kapitalsparbuch ein-
bezahlt und am Ende eines jeden Jahres diesen noch um einen gleichbleibenden Betrag A (Annuitét)
erhoht. Daraus folgt

Sa=[1+p)S+A

Wieder wird schrittweise vorgegangen:

S=[1+pS+A
S :(1+ p)§+A =(1+ p)2 S+ (1+ p)A + A :(1+ p)z S+ A[(1+ p)+1]
S =1+p) " H+AY (1+p) = (1+p) %_A[@]
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Wird am Ende des Jahres nur ein Betrag A eingelegt, d.h. §,=0, so ergibt sich fir dasVermdgen S,
nach n Jahren

-p

S =AT (1+p) A[—l_(“p)n]

Wird diese Einzahlung hingegen zu Beginn des Jahres getétigt, so ergibt sich

—p

S=AY (1+p) =A@+ p)(ﬂ]

Betrachten wir nun die allgemeine Lésung einer Differenzengleichung erster Ordnung der Art

Y- ay; =0
[B.2]
Die Losung 183 sich aus Beispiel B.1 ableiten und lautet
Y = a Yo
Tritt anstelle des konstanten Faktors a eine Funktion a;, so lautet die Differenzengleichung
Y~ &Y, =0
[B.3]
und deren L ésung
=Yo H| o0&

Gleichung [B.3] bezeichnet eine lineare homogene Differenzengleichung 1. Ordnung und Gleichung [B.2]
stellt den Speziafall mit konstanten K oeffizienten dar.
Sehen wir uns jetzt die Losung einer inhomogenen Differenzengleichung an

Yo~ &Ye = T
[B.4]
Sielautet
YOH g +2. o fillj- ,+0<’:\1 mitHi":X 3 =1 Vxer
[B.5]
Falls konstante K oeffizienten vorliegen,
Y~ @Y, = f

[B.6]
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so vereinfacht sich die Lésung zu

Ye=Yoa + Zit;éat_l_i fi
(B.7]

Liegt auch noch eine konstante Storfunktion f, = f vor, so kann die Lsung nochmals vereinfacht werden
(siehe auch Beispiel B.2)

f fir az1

Yo+t-f fir a=1
[B.8]
Bel genauerer Betrachtung der Losung [B.5], [B.7] und [B.8] kdnnen wir feststellen, dal3 sich die Ldsung aus
einer allgemeinen und einer partikuldren Losung zusammensetzt. Bei Differenzengleichungen héherer Ord-
nung wird eine getrennte Ermittlung dieser beiden Ldsungen dhnlich der der Differential gleichungen nétig.

B.2.2 Lineare Differenzengleichungen mit konstanten K oeffizienten
Fir Gleichung [B.1] 183t sich die Lésung der zugehérigen homogenen Differenzengleichung

YeenT & Yeunat - T &Yt @Y = 0

[B.9]
z. B. mit Hilfe von Operatoren oder durch die charakteristische Gleichung
M+ar"t+.+a,,r+a, =0
[B.10]
finden. Die allgemeine L8sung setzt sich aus den Wurzeln der charakteristischen Gleichung zusammen:
Vi =Cint + Cort + ..+ Cprt
[B.11]

Bel mehrfach vorhandenen Wurzeln wird ghnlich verfahren wie bei Differentialgleichungen. Sind k gleiche
Wurzeln vorhanden, so werden sie wie folgt behandelt:

Vi =Cint + Cotr' + Cat(t =D + ..+ Cet(t = D). (t — K+ Dyt

+ Cppqlot + Crolg' + oo+ Cpl_ s
Bei Verwendung von Operatoren wird der Operator D wie folgt definiert

DY; = Y41
Dzyt = VY2
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Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen D und A

D"=(A+1)"
Gleichung [B.9] in Operatorschreibweise lautet
(D”+ aD" '+ .. +a, D+ aﬂ)yt =0
[B.12]

Beispiel B.3
Yie2t 6Vt 9y, =0

Die charakteristische Gleichung

r’+6r+9=0
(r+3)(r+3=0

hat zwel Wurzeln -3 und -3. Daraus folgt die allgemeine L 6sung
(r+3)(r+3)=0

Die partikuldre L 6sung einer inhomogenen Gleichung der Form [B.1] &3t sich mit den von den Differential-

gleichungen her bekannten unbestimmten Ansatz finden. Fir welche Storfunktion welche Ansétze gemacht
werden, zeigt Tabelle B.1

Sorfunktion & Ver suchslésung

1 A

t! A0+A1t+...+Aiti firien
s As' firs er
sin(st),cos(st) | Asin(st)+Bcos(st)

Tab B.1 Partikulére Versuchslésungen fir Differenzengleichungen

Wiederum wird fur jeden Teil der Storfunktion die entsprechende Versuchslésung in den Ansatz aufgenom-
men. Doppelte Versuchsésungen und Teilmengen anderer Versuchsldsungen kdnnen weggelassen werden.
Falls ein Element einer Versuchsldsung Teil der allgemeinen Losung ist, wird diese Versuchs ésung so lange
mitt multipliziert, bisdiesnicht mehr der Fall ist. Die erhaltene partikulére Lésung wird nunin die Differenzen-
gleichung eingesetzt, um die Koeffizienten bestimmen zu kénnen.
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Beispiel B.4
Vit 6Yiat 9y, =16t7
Aus Beispiel B.3 kennen wir die allgemeine Lsung
Y = Cy(-3)" + Cot (-3)'
Wir setzen die partikul&re Losung wie folgt an (siehe Tabelle B.1)

Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt dies

Ag(t+2)° + A (t+2)+A, +6 [Ao(t +1)? + A (t+1)+ Az]
+9[Apt” + Ast+ A, | =16t
16Aot° + (16A, +16A;)t +10A, + 8A, +16A, = 16t°

Daraus folgt

1
Ap=1 A, =-1 Az:_g

1
Yep=t*—t—3

Somit ergibt sich

V=Cul-3) + o9 42—t

B.2.3 Systeme von Differenzengleichungen mit konstanten K oeffizienten
Wir werden nun die Operatorschreibwei se verwenden, um eine Ldsung fir ein Differenzgleichungssystem her-

beizuftihren. Folgendes Beispiel soll die Vorgehensweise verdeutlichen:

Beispiel B.5
Gegeben ist ein System von Differenzengleichungen

Y~ 3Yi+ 21— 32 =2
2Y1,1~ 5 +3%,1-3 =6 4t
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Differenzengleichungen

In Operatorschreibweise

(D-3)y,+(D-3)z =2
(2D-5)y,+3(D-3)z =6-4'

Die charakteristische Gleichung der zugehdrigen homogenen Differenzengleichung lautet:

(D-3) (D-3)| B
(2D-5) (3D-23) =D7=D-6=0

Es ergeben sich dieWurzeln D, =3 und D, = -2 und somit die allgemeinen Lésungen

Yi =Ci(3)' +Cy(-2)
7 =C4(3)' +Cy(-2)

Nun werden folgende Ansétze fir die partikul dre L6sung gemacht

Yip=RAg+A; -4
Zp,=A,+A5- 4

Eingesetzt in die Ausgangsgleichungen und vereinfacht ergibt sich

2R, —2A, + (A +A5)4 =2
—3Ao +(3A; +9A;)=6-4'

Es ergeben sich folgende K oeffizienten
und somit die Lésungen

Y =Ci(3) +Cy(-2) - 4
7, =C5(3)' +Cy(-2)' —1+ 4"

Werden die allgemeinen Losungen in das Ausgangsgleichungssystem eingesetzt, so ergeben sich
folgende Zusammenhange

CSZ_%C]. Und C4:_C2
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Damit erhélt man eine L 6sungsgesamtheit von

Y = 01(3)t + Cz(_z)t -4

1
2 =< Ci(3 - Cyf-2) -1+ 4

Literaturhinweise

Eine kurze Zusammenfassung bieten [GROS74] und [GROS85] in Anhang 2.

Einedetaillierte Darstellung, die u.a. auch die Stabilitdt der L dsungen untersucht, istin[DOR288] in Kapitel V
zu finden.




82 Transformationen und erzeugende Prozesse

C. Transformationen und er zeugende Funktionen

Transformationen haben ihren Ursprung in der Elektrotechnik und der Physik. Entweder sind sie Teil des
untersuchten physikalischen Systems oder sie werden bei der analytischen Betrachtung herangezogen. Im fol-
genden sollen die wichtigsten Transformationen fir die Warteschlangentheorie erlautert werden.

C.1 Laplace - Transfor mation
Die Laplace-Transformation f(t) ist definiert als

f(s):J;e‘sf(t)dt mit  Red (8>3
[C.1]
Das Integral konvergiert fur jedes komplexe s, dessen Realanteil grofer a's ein bestimmter Wert s, ist. Die
wichtigsten Laplace-Transformierten sind in Tabelle C.1 zu finden. Bevor anhand eines konkreten Beispiels
gezeigt wird, wie eine Differentialgleichung mittel s Laplace-Transfor mation gel 6st werden kann, werden noch
einige wichtige Eigenschaften behandelt.

SatzC.1
Gegeben sei eine Funktion

at)=>"a (1) mit  a beliebig konstant,

S0 ist deren Laplace-Transformierte g(t) gegeben durch

9(s9)=1,a fi(s)

Die Laplace-Transformierte einer Summe von Funktionen besteht also aus der Summe der Laplace-Transfor-
mierten dieser Funktion.

Satz C.2
Gegeben sind zwei unabhéngige kontinuierliche Zufalsvariablen X, und X, mit ihren Dichtefunktionen f;(.)
und f,(.) . Esgilt

Xz=X1+Xy fy(t)= Jo; fi(t = k) fo(k)dk fa(s) = fi(9) F,(9)

Dadurch ist es uns moglich geworden, den komplizierten Vorgang der Faltung durch eine Multiplikation zu
ersetzen.
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Satz C.3
Wenn eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Dichtefunktion f(.) und deren Laplace-Transformierten f(s)
gegeben ist, sind die Momente von X gegeben durch

Kk dk f(S)
ds

B(X*)=(-1) loo  mitk=123.. @

Weitere wichtige Eigenschaften von L aplace-Transformationen kénnen aus Tabelle C.2 abgel esen werden. Doch
nun zu dem bereits angekiindigten Beispiel:

Beispiel C.1
Gegeben sal eine Differentialgleichung

y+ay=e™

mit der Anfangsbedingung y(0) = 0 . Der genaue Losungsweg ist in Abbildung 1 dargestellt.

Cy’+ ay=e®  mit y(©0)= 0>

Transformation

C sy +ay( = bis >

Umformungen

— 1
( YO = G ob+9 )

Partialbruchzerlegung

s 1l(b-a) 1/(b—a)
G(S)_ a+s b+s>

Ricktransformation
1l . 1y
G(t)_b—ae b_a’ )

Abb C.1 Ldsung einer Differentialgleichung mittels Laplace-Transformation

@ bedeutet: anstelle s=0, d.h. nachdem die Ableitung gebildet wurde, muf3 s=0 gesetzt werden.
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Die Partialbruchzerlegung erfolgt dabei nach folgender Formel:

_ « C

f(s)=) . '

© Z':15:+ai

Fir das Beispiel bedeutet das
1 _ G . G
(a+s)(b+s) (s+a) (s+b)

_(Cib+Cya)+(C +Cy)s
- (a+9)(b+59)

Esfolgen
Cb+C,a=1 und C,+C,=0

Durch Lésen dieses Gleichungssystems ergeben sich

1 1
Ci=—— und C,=-————
b-a b-a
f(t),t =0 f(s)
_ = —St
f(t) f(s)= [ f()e3dt
c <
s
1
t &
a
t F(:l:rll) mita > -1
|
t2 . mita =0,1,2, . ...
s
12 T
\'s
e 1
s+a
te® 1 -
(s+a)
1
tb g ( t;'b+l mitb=0, 1, 2, ....
sta

Tab C.1 Diewichtigsten Laplace-Transformierten
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af(t)+bg(t) af(s)+bg(s)

f(t) sf(s)- f(0) Ableitung
f7(t) s? f(s)—sf(0)— f7(0)

O (1) " f (s)ﬁ s £0-3(g)

[ f(kdk %f_(s) Integral
i ft-K)g(k)dk f(93(9) Faltung
e f (1) f(s—a)

tf(t) - f1(s)

t"f() (1" f™(9)

1 -

Ef(t) js f(k)dk

Tab C.2 Eigenschaften von Laplace-Transfor mationen

C.2 Laplace-Stieltjes-Transfor mation
Bildet man die Ableitung der Laplace-Transformation [C.1], so erhdlt man die Laplace-Stieltjes-Transformati-
on

f'(s)= J, e 3df(t)
[C.2]
Die Verwandschaft der beiden Transformationen kann also folgendermal3en beschrieben werden

f(s)= f'(s)=sf(0)- f(s)
[C.3]
Daher kdnnen zur Transformation die Tabellen fir Laplace-Transformationen herangezogen werden.
Soll nun die Laplace-Stieltjes-Transformierte der Verteilungsfunktion F(.) einer kontinuierlichen Zufallsvariable
gebildet werden, so gelten folgende Bedingungen:

F(0)=0 und F(eo)=1
Daraus ergibt sich

F'(s) = sF(s)
[C.4]
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Beispiel C.2
Am Beispiel der Exponentialverteilung

F*(S):SE(S):S@_ s+1@): s+@6

Die Laplace-Stieltjes-Transformierte einer Verteilungsfunktion F(.) kann auch ermittelt werden, indem die
Laplace-Transformierte ihrer Dichtefunktion f(.) gebildet wird.

F'(s)= f(9)
[C.5]

Beispiel C.3
Fur die Exponentialverteilung aus Beispiel C.2 mit Dichtefunktion

f(t)=0e°"

ergibt sich somit die selbe Losung wie in Beispiel C.2

F*(s)=f'(s)=@( 1 ) ©

sS+6 =s+9

C.3 M omenter zeugende Funktionen
Wird Satz C.3 genauer betrachtet, so stellt sich die Frage, ob die Momente nicht noch etwas einfacher errechnet
werden konnen. Die Antwort heil3t momenter zeugende Funktion:

« _[: e>f(x)dx fur kont. X mit Dichte f(.)
M(S):E(e ): > e p(x;) fur diskrete X
Xj

[C.6]
Wird die Dichtefunktion f(.) einer Zufallsvariablen herangezogen, so 14t sich die momenterzeugende Funkti-
on aus der Laplace-Transformierten der Dichtefunktion ableiten:

[C.7]

@ Zur Fourier-Transformation N(s) besteht der Zusammenhang: N(s)=M(is) mit i =+/—1
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Nun lassen sich die Momente nach folgender Formel berechnen:

k
B(X*)= ddLSk(s) | o0
[C.8]
Beispiel C.4
Fir die Exponentialverteilung lautet die momenterzeugende Funktion

M9 = F(-9) ==

Der Erwartungswert (das 1. Moment) 183t sich wie folgt ermitteln:

_dM(s)| 0 | _1
ds 'S (©@-9)7 =079

E()

C.4 Z-Transformation (Erzeugende Funktion)
Die Z-Transformation F(z) einer diskreten Funktion f; ist wie folgt definiert

F(2)=Y iz =fo+ fz+1,2° +..
[C.9]
Diewichtigsten Z-Transformierten sind in Tabelle C.3 aufgelistet. Die Z-Transformation besitzt einige mathe-
matisch glinstige Eigenschaften, auf die hier jedoch nicht genauer eingegangen werden soll, da sie denen der
Laplace-Transformation &ufferst hnlich sind. Eine Auflistung dieser Eigenschaften findet sich in Tabelle C.4.
Werden diskrete Verteilungsfunktionen betrachtet, so lassen sich einige weitere Bedingungen ableiten. Es ent-
steht die wahr scheinlichkeitser zeugende Funktion

P(Z) = 2::0 pnzn
[C.10]
mit den Nebenwirkungen

P(0) = p und PO=>, oPn=1
[C.11]
Eineweitere glnstige Eigenschaft ergibt sich aus der Ableitung der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion:

P(D)=3_onPn =E(N)
[C.12]
Auf dnliche Weise lassen sich auch noch weitere Momente ermitteln.

Bisher wurde der Variablen z keine Bedeutung beigemessen. Dies éndert sich jedoch, wenn ein System unter-
sucht wird, das durch Kundenankinfte und Kundenabgéange gekennzeichnet ist (z.B. Kaufhauskassen). Be-
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zeichnet p,(t) dieWahrscheinlichkeit, dal n Kunden zum Zeitpunkt t im System sind, und werden K unden mit
Wahrscheinlichkeit (1-z) markiert, d.h.

Pr{Kunde markiert} =1-z
Pr{Kunde nicht markiert} = z,

dann bezeichnet p,(t)z" die Wahrscheinlichkeit, dal? zum Zeitpunkt t n nicht markierte Kunden im System
sind. Weiters folgt die Wahrscheinlichkeit P, ¢, dafd keine markierten Kunden im System sind:

P = 2::0 pn(t)zn
[C.13]
Diese Methode hei 3t deshalb auch das Markieren von Kunden. Wenden wir uns nun einem Beispiel zu, dasdie
Verwendung von wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen illustrieren soll:

Beispiel C.5
Gegeben ist eine Poisson-Verteilung mit

e A"

Pn
Die erzeugende Funktion lautet

-A(1-2)

n,n
P(z)=e*Y" A2 gz g

n=0 nI
Dann l&rt sich der Erwartungswert wie folgt berechnen
B()=P@Q)=re?? |, =2

AbschliefRend die tabellarische Aufstellung der wichtigsten Z-Transformierten und ihrer Eigenschaften.

fe mitt = 0,1, 2... F(z)
fy F(z) =X T zZ'
c

c

1-z

z

t - -

1-2)°
t2 z(1+2)

1-2°
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f, mitt = 0,1, 2...

cat

ta

t%al
(t+1)

(t+1)a*

%(H n)(t+n-1)...(t+1)a

1

t!

Tab C.3 Die wichtigsten Z-Transformierten

af, + bg,

fo«  mitk>0

f_, mitk>0

t(t-1)(t-2)....(t-n+1) f,

t
Zk=o fi_k Ok
fn_ fn—l

22:0 fk
2::() fk

Z::() (_1)k fk
fO

Tab C.4 Eigenschaften von Z-Transformationen

F(2)

C
1-az

az
(1-az)?
az(1+az)

(1-az)®

1

(1-2)*
1
(1-az)®
1

(1_ az) n+1

eZ

aF(z) + bG(2)
F(az)

%[F(z) + ]

Fz(kz) _Eik:lzi-k-l fi,
zF(2)

Z* F(2)
dF(2)
dZ
nd" F(z
z dzIS :
F(2)G(2)
1-2)F(2)
F2
1-z
F@

z

Faltung

Wahrscheinlichkeitsfunktion

F(-D
F(0) Anfangswert
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C.5 Transfor mationen wichtiger Verteilungen

In den meisten Fallen missen die Transformierten von Verteilungen gebildet werden (Siehe dazu auch Beispiel
C.2 und C.4). Um unnétigen Rechenaufwand zu vermeiden, sind auf den folgenden Seiten die wichtigsten
Verteilungen mit deren moment- und wahrscheinlichskeitserzeugenden Funktionen zusammengefalit.

1
c
2 5 N
g g =
c C B_ | x
S T 5 = —
T © £ N o - o
S5 5 = Q | |
8 fa)) o + — ~ o —
= 8 I a + A =
s 3% ¢ | N 3 &
c
S
=] —
£ S
5 Py
LL c o o
() o | —_
(=] o | ol - o
8 o — — + \—I| | \t‘/
E 3 >‘Sq.> &+ o “» o |
S N O o o = | -
= 0 M| o = () - —
% — . — —
Vi o VI Vi o Vi
% o 4 2 o o A
E VI v A \V x VI
o c © < o o
8 5\
= — O o
< TR |
=] X X | =
‘B = c ~
= 23 o =3
m ha c . - Ve ~ .
~ | - : | — :
5 - ; N [ N
= - J o N I
= o 3 - X - X x -
c | 2 o <X|_ o I — i o
g} o ! T xXn g I I
ﬁ —— N X (] > o ~———— X
= Il Il Il 1l I
® = = X 2 X =2 X = X =
= = = a E g E & IS = IS
= c
5 . c . =
[0} ] IS ﬁ = m
% c o] :
o] = E o) o
=z m m O =

Tab C.5 Erzeugende Funktionen der wichtigsten diskreten Verteilungen
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C+NI(+d+0)T ooy (0)d

Al +e)a - (d+e)a

ﬁulw\.ﬁu
zu\ ¢/t

9
29 e )+

(CRe))!

e® ~q°

()=
uonyun4 apusbnezie
— JUBWIO N

o<gwo

0<9
00 > T > 00—

0 >( >8> 00—

JRpWwerd

I>X>0 W
(d)a(0).a
(- xkéxg =(x)}
0<X nw
/u)a,,.z
N\xww._nlﬁm\cvx 1 el HAx:
00 > X > oo 1w
A
Lc:?x:a\c\m T (x)3
gsxse nw
m —
— —(x
- ()4

uoipuneIydIa

erd

40

[ewJoN

wloiun

aueN

Tab C.6 Momenterzeugende Funktionen der wichtigsten kontinuierlichen \erteilungen
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(o)
uoIpjun4 spusbnezie
— JUBWIO N

o<

= _5._”anw

o< o<

..._NrH”x
0<6

o<g

0<6

Jopwerd

- ._1 12[

o Hux_ ='o 1w
MR- _1_5Tv__,,w =(x)}
0<X Hw
N i;oﬂ:W =(x)}
0<X w

iT—>)
xavaTv_xaHAxf
0<X Hnw

g(o).r
n\x\m.ﬁ|ax¢HAxVu—
0<X Hw
xe|®®HAx:

(%)}

uomuUNREIYRIA

‘dxeodAH

‘dxesedAH

% — bueg

ewiLes)

[enusuodx3

aleN

Tab C.7 Momenter zeugende Funktionen der wichtigsten kontinuierlichen \erteilungen
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Literaturhinweise

Eine kurze Zusammenfassung Uber die Laplace-Transformation bieten [GROS74], [GROS85] und [TRIV82]
imAnhang, [BOLC89] inAbschnitt 2.1.2.2, [SCHA73] in Kapitel 1.1 und [ALLE78] in Kapitel 2.9. DieLaplace-
Stieltjes-Transformation wird lediglich von [GROS74], [GROS85] und [ALLE 78] angeschnitten. Sehr aus-
fahrlich behandelt wird diese Materie von [KLEI75] in Appendix 1.

Informationen Uber die Z-Transformation sind ebenfallsbel [KLEI75] in Appendix1, [GROS74] und [GROS35]
imAnhang, [TRIV82], in Kapitel 2.7, [ALLE78] in Kapitel 2.9, [BOLC89] inAbschnitt 2.1.2.1 und [COOP72]
in Kapitel 2-4 zu finden.

Das Markieren von Kunden ist bei [COOP72] in Kapitel 2-4 und bei [KLEI75] in Kapitel 7 (The Method of
Collective Marks) zu finden.

Die momenterzeugende Funktion wird in [TRIV82] in Kapitel 4.4 und bei [GROS74], [GROS85] im Anhang
behandelt.

Vollstandige Tabellierungen sind in [GROS74], [ GROS85] und in diversen Formel sammlungen wie [BART89]
zu finden.
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D. Wahrscheinlichkeitstheor etische Grundlagen

Bei vielen Untersuchungen und Experimenten sind genaue Aussagen oft unmdglich. Die Wahrscheinlichkeits-
theorie und die Statistik beschéftigen sich mit diesen Unsicherheiten. Wir werden in diesem Abschnitt einige
grundsétzliche Sachverhalte und Beziehungen erlautern.

D.1 Zufallsvariablen

Wird ein statistisches Experiment durchgefiihrt, so 18t sich der Versuchsausgang als Ereignis,® welches mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit eintritt, darstellen. Eines der einfachsten Experimente ist das Bernoulli
Experiment. Es kennt nur zwei Ereignisse, die mit Wahrscheinlichkeite p und (1-p) eintreten.

Beispiel D.1
Peter und Paul werfen eine Miinze. Da anzunehmen ist, dal3 es sich um eine unverfalschte Miinze
handelt, ist die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis "Kopf" gleich der fir das Ereignis"Zahl", al'so
50%.

Die Summe aller moglichen Ereignisse ergibt den Ereignisraum. Bei einem Experiment mul3immer ein Ereig-
nis aus dem Ereignisraum eintreten, mit anderen Worten, die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein Ereignis aus dem
Ereignisraum eintritt, ist gleich 1. Beim Bernoulli Experiment besteht der Ereignisraum aus zwei Elementen
{0,1}.2 Nun kann man ein statistisches Experiment durch eine Funktion, die einen bestimmten Wert aus dem
Ereignisraum annimmt, beschreiben. Eine solche Funktion heif3t Zufallsvariable. Fiir das Bernoulli Experi-
ment gilt also

Pr{X=0}=1-p und Pr{X=1}=p

Eine Zufallsvariable kann auch mehrere Werte annehmen, so gibt es z.B. beim Werfen eines Wirfels sechs
madgliche Versuchsgange. Kann eine Zufallsvariable nur bestimmte Werte annehmen, so spricht man von einer
diskreten Zufallsvariablen. Im Gegensatz dazu stehen die kontinuierlichen Zufallsvariablen, sie kdnnen alle
Werte innerhalb eines bestimmten Bereiches annehmen. Ein Beispiel dafir sind Wasserstandsmessungen.
Vorerst werden wir uns nur mit den diskreten Zufallsvariablen beschaftigen. Esist tblich, die mdglichen Aus-
gange des Experimentes durch ganze Zahlen zu beschreiben. Die Darstellung mittels ganzer Zahlen ist aber
keine Vorbedingung fiir ein diskretes Experiment.

DieWahrscheinlichkeiten fir jeden Versuchsausgang kénnen nun in einer Wahr scheinli chkei tsfunktion zusam-
mengefaldt werden.

p(x) = Pr{X =x}
[D.1]
Weiters muf3 gelten (siehe vorne)

Y Pr{X=x}=1

[D.2]

@Zusammenfassen mehrer Versuchsgange ist moglich, wenn Untergliederung unwichtig ist.
@ {0}, {1} sind je nach Experiment als "gut"-"schlecht","Kopf"-"Zahl", etc. auslegbar.
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Wird eine Wahrscheinlichkeitsfunktion kumuliert, so erh@t man die (diskrete) Verteilungsfunktion.

P(xX)= X% p(k)= 3 _ Pr{X=k}=Pr{X<x}
[D.3]

Beispiel D.2
Beim Werfen eines Wiirfels gibt es 6 weitere Mdglichkeiten, jede davon mit einer Wahrscheinlich-
keit von %, d.h.
Pr{X=k}=1 firk=1,234,56

Die Zufallsvariable X steht fur "Die Augenzahl lautet”. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion formuliert

man daher als
p(k) =
Fur die Verteilungsfunktion ergibt sich
P1)=1%; P(2)=%; PR =2;
P(4)=%; P(5)=2; P(6) =1
allgemein ausgedriickt
P(k) =& furk = 1,2,3,4,5,6
Beide Funktionen sind in Abbildung 1 graphisch dargestellt.
p(x) P(x)
1 1
1 1
6 Kk 6 k
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Abb D.1 Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion eines Wiirfel experiments
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Zu den einfachsten diskreten Verteilungen zadhit die Bernoulli Verteilung, sie beschreibt ein Zufall sexperiment
mit nur zwei Ausgangen

p farx =1
X)=
P(X) 1-p furx=0

mit 0<p<1

Wird ein Bernoulli Experiment n mal durchgefuhrt und sind davon x Experimente ein Treffer, d.h. x Einser und
n-x Nullen, dann entsteht die Binominalverteilung

p(x) = (:)px(l— "

mit 0<p<1

Wird das Bernoulli Experiment hingegen nur so lange durchgefihrt, bis zum ersten Mal ein Treffer vorliegt,
d.h. bei x Versuchen eine Eins und x-1 Nullen, so kann dieser Vorgang durch die geometrische Verteilung
beschrieben werden.

1

p(xX)=p(l-p)*
mit 0<p<1

Weitere diskrete Verteilungen sind in Tabelle D.1 aufgelistet.

Wie bereits erwéhnt, gibt es Zufallsvariablen, die alle Werte innerhal b eines bestimmten Intervalls annehmen
konnen. Diese kontinuierlichen Zufallsvariablen werden durch ihre Dichtefunktionen bzw. durch ihre (kontinu-
ierliche) Verteilungsfunktion beschrieben. Die Dichtefunktion f(x) entspricht der Wahrscheinlichkeitsfunktion
fur diskrete Zufallsvariablen. Fir die kontinuierliche Verteilungsfunktion F(x) gilt wie bei der diskreten Ver-
teilungsfunktion:

F(x)=Pr{X <x}
[D.4]
Daessich bei der Verteilungsfunktion um eine monoton steigende Funktion (d.h. diese Funktion bleibt gleich
oder nimmt zu) handelt, ergeben sich folgende Sachverhalte flr x<y:

F(x) < F(y)
P(x <X <y)=F(y) - F(x)
[D.5]
Wird die Verteilungsfunktion F(x) abgeleitet, so erhélt man die Dichte f(x)
drF(x)
f(x)=
) dx

[D.6]
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mit folgenden Eigenschaften

f(x)20 fur alex
'[w f(x)dx=1

—oo

Pr{X :x}:_[;(f(x)dx:o
Pr{x >x1}=_[; f(x)dx

Pr{x; <X <x,}= sz f(x)dx
1

[D.7]

Den Zusammenhang zwischen Dichte und Verteilung erléutert Abbildung D.2.

f(x)

F(x)

Abb D.2 Zusammenhang zwischen Dichte und Verteilung

Eine der bekanntesten und wichtigsten kontinuierlichen Verteilungen ist die Normalverteilung. Diese besitzt
zwei Parameter L und 2. Die Wahrscheinlichkeit einer solchen mit (M,GZ) normalverteilten ZufallsgrofRe z

kann durch Normierung dieser

aus der Sandard Normalverteilung

x=2"K
(&)
2
S
F( ):% _Xm e 2ds
2
X
f(x)=——e 2
A\ 2T

[D.g]

ermittelt werden. Die Kurven fir Dichte und Verteilung der Standard-Normalverteilung sind in Abbildung D.3

dargestellt
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f(x) F(x)
03 08
04
0.1 02
— — X — X
2 0 2 2 0 2

Abb D.3 Dichte und Verteilung der Sandard-Normalverteilung

Eineweitere, fUr die Warteschlangentheorie nicht unwichtige Verteillung ist die Gammaverteilung. Ausihr kon-
nen u.a. die Erlangverteilung und die Exponentiaverteilung abgeleitet werden. Wichtige Merkmale zu dieser
und anderen kontinuierlichen Verteilungen sind in Tabelle D.2 und D.3 aufgelistet.

Neben diskreten und kontinuierlichen Verteilungen gibt es auch sogenannte gemischte Verteilungen. Ein Bei-
spiel dafir ist die Verteilung der Lebensdauer von Gluhlampen, da eine positive Wahrscheinlichkeit existiert,
dal eine Glhlampe bereits schadhaft ausgeliefert wird. Weiters kann es passieren, dai die Gliihlampe schon
nach einigen Betriebsstunden ausféllt. Je langer die Lampe brennt, desto hoher die Wahrscheinlichkeit eines
Ausfalls. Die Verteilungsfunktion kénnte so aussehen:

F(x)

1

Abb D.4. Beispiel fir die Verteilung einer gemischten Zufallsgrofle

D.2 Elementare Grof3en

DaDichte- und Verteilungsfunktionen manchmal schwer zu handhaben bzw. Uberhaupt nicht zu ermitteln sind,
versucht man andere M 6glichkeiten zur Beschreibung von Zufallsvariablen heranzuziehen. Eine davon ist der
Erwartungswert:

Y xp(x) fir diskrete X
w=E(X)=1 %
f_mx f(x)dx fur kontinuierliche X

[D.9]
Der Erwartungswert der Standard Normalverteilung ist O, der der Normalverteilung ist 1. Eine weitere wichti-
ge Grofeist die Varianz.

3 (x—E(X))* p(x) fiir diskrete X
J_t, (x- E(x))2 f(x)dx fir kontinuierliche X

[D.10]
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Aus der Varianz 183 sich leicht die Streuung ermitteln:

o = Streuung(X) = /Var(X)

Im Gegensatz zum Erwartungswert sagen Streuung und Varianz etwas Uber die Form der zugrunde liegenden
Verteilung aus. Je hther die Streuung/Varianz, desto breiter (und flacher) wird die Dichtefunktion und umso
hoher die Wahrscheinlichkeit fiir auRenliegende Punkte. Das selbe gilt fir diskrete Variablen - auch hier wer-
den bei Erhohung der Varianz Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion in die Lénge gezogen.
Aus Erwartungswert und Streuung |81t sich eine weitere Groéf3e, der Variati onskoeffizient, bestimmen

¢ = Variationskoeffizient(X) = Streuung(X) =%¢= Variationskoeffizient(X) = Strewung(X) =2
EX)  n BX)
[D.11]
Ist c=0=0°=0, so bedeutet dies, daR die Zufallsvariable mit Sicherheit einen festen Wert (i) annimmt.
Wird der Erwartungswert der n-ten Potenz einer Zufallsvariable X gebildet, so erhdlt man das n-te Moment
E(X”) dieser Zufallsvariable n. Das erste Moment entspricht dem Erwartungswert und aus dem 2. Moment

[&3t sich mit dem Ver schiebungssatz

Var(X) =E(X?)-E(X)?

[D.12]
die Varianz berechnen. Der Vorteil bel der Verwendung der Momente liegt in ihrer Berechnung. Mit Hilfe der
momenterzeugenden Funktion 183 sich ein Integral bzw. eine Summe auf eine Ableitung reduzieren.

D.3 Beziehungen zwischen mehrdimensionalen Zufallsvariablen

Bisher wurden nur einzelne Zufallsvariablen betrachtet. Allerdings gibt es Experimente, deren Ausgang von
den Werten mehrerer Zufallsvariablen abhangt. Eine Mdglichkeit der Beschreibung ist die Verbund-
wahrscheinlichkeit

Pr{xl = Xl’ X2 = X2,..., Xn = Xn}
fir diskrete Zufallsvariablen und die Verbundverteilung
Pr{X;<xq, X3 <Xp,. Xy <Xy}

fur kontinuierliche Zufallsvariablen.

D.3.1 Unabhangigkeit
Die diskreten Zufallsvariablen X4, X,,..,X,, sind (statistisch) unabhéngig, fals gilt:

Pr{X; =Xy, X5 =Xg,.., X=X} =Pr{X;=x;}Pr{X,; =%} - Pr{X, =x,}
[D.13]
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Fur kontinuierliche, unabhéngige Zufallsvariablen gilt dhnliches:

[D.14]

Beispiel D.3
Peter und Paul werfen wieder einmal eine (ideale) Miinze. Bei zweimaligem Wurf kann das Experi-

ment durch folgende Zufallsvariablen beschrieben werden:
X; ... Ergebnisbeim1. Wurf
X, ... Ergebnisbeim 2. Wurf
X3 ... Gesamtergebnis

Wird fir "Kopf" eine 0 und fir "Zahl" eine 1 vergeben, so 1&3 sich X as Summe

darstellen. Allerdingsist damit ein kleiner Informationsverlust verbunden, da sich die Reihenfolge
von "Kopf" und "Zahl" aus X5 alein nicht eindeutig bestimmen |&f3.
X3 und X, sind voneinander unabhangig, da gilt

1

Pr{X,=i,X, =j}=Pr{X, =i} Pr{X, = j}=Z furi,je{0,1}

X; und X5 sind voneinander abhangig:

Pr{X, =1 X5 =2} =Pr{X =1} Pr{X, =1} =%

und
1
Pr{xl=1}=E
Pr{X; =2} =Pr{X =1X, =1}=%
111
Pr{Xl—l}Pr{Xg—Z}—E-Z—g

stimmen nicht Gberein.

D.3.2 Bedingte Wahr scheinlichkeit
Bei manchen Experimenten kann eswichtig sein, den Wert einer Zufallsvariablen X, von den Werten anderer

Zufallsvariablen X,,...,X,, abhéngig zu machen. Die Wahrscheinlichkeit fur X; = x,, falls die Bedingungen
X5 =Xy,..., X, =X, bereits erfullt sind, lautet

PriX, =X, X, =X5,..., X, =X
PI‘{X1=X1| X2=X2,...,Xn=Xn}= {Pll’{le—)jz 2)( _;} n}
= 1o /N\p = Ap

[D.15]
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Diese Wahrscheinlichkeit heif3t bedingte Wahr scheinlichkeit. Fur kontinuierliche Zufallsvariablen wird die be-
dingte Wahrscheinlichkeit folgendermal3en definiert

Pr{X, <Xg, X5 < Xg,.s X <X}
Pr{X, <Xz,... X, <X, }

[D.16]

Beispiel D.4
Im Anschlufd an Beispiel D.3 fragen wir uns, wie hoch die Wahrscheinlichkeit fir X5 =1 ist, falls
X bereits den Wert 0 angenommen hat. ES ergibt sich

Pr{X =0,X; =1 1
Pr{Xs=1| X =0} = {Prl{xlzcs)} }=%=E

D.3.3 Zentraler Grenzwertsatz
Bezeichnen Xy, X,,...,X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert X und
Varianz 6,2, so gilt fir deren Summe

S’I = 2?:1Xi
Sn_ .
mit Erwartungswert nu und Varianz noy 2, da3 sich die Verteilung von In ;:l der Standard Normalverteilung
nahert.
Beispiel D.5

Bei genauer Betrachtung von Beispiel D.2 féllt auf, dal3 X ; andersverteiltist als X, und X,. Abbil-
dung D.5 verdeutlicht, dafd der Erwartungswert von X, und X, gleich %, der von X5 gleich List.
Die Varianz im ersten Fall ist %, und im zweiten Fall .

p(X, =i) furi= 01 p(X5 =j) fiirj=0,1,2
1 1
1 1
2 2

1

7

X1 X3
0 1 0 1 2

Abb D.5 Wahrscheinlichkeitsfunktion fir X, und X,.

Je mehr unabhangig identische Zufallsvariablen man also addiert, desto stérker ndhert sich die
Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion der Dichtefunktion der Normalverteilung.

Diese Methode des Aufsummierens gleichverteilter Zufallsvariablen kann fir die Erzeugung normalverteilter
Zufallsgrofien verwendet werden.
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D.4 M ehrdimensionale elementare Gr 63en
Im vorigen Abschnitt wurde u.a. der Sachverhalt der Abhéngigkeit erlautert. Eines der Ziele dieses Abschnittes
ist es, ein Mal3 fir diese Abhangigkeit zu finden. Ein solches Mal3ist die Kovarianz.

Cov(X,Y) =E(X —E(X))(Y —E(Y)) [D.17]
> 2 (x=EX))y —E(Y)) p(x,Y) for diskreteX, Y

Ein Speziafall der Kovarianz ist die Varianz

Cov(X,X) = Var(X) =62
Bei unabhangigen X, Y ist

Cov(X,Y)=0
Wird die Kovarianz normiert, so erhalt man den Kor rel ati onskoeffi zienten.

Cov(X,Y) =

Cor(X,Y) = g
XYY

[D.18]
Fir unabhangige X, Y gilt

Cor(X,Y)=0

Man bezeichnet X und Y in diesem Fall as unkorreliert. Zu beachten ist, daf’ unabhéngige Zufallsvariablen
immer unkorreliert sind, aber nicht umgekehrt.

Mit diesen neuen Grofen kénnen wir nun auch die Summen von Erwartungswerten und Varianzen bilden:

B(¥7 kX )= X7 kE(X;)  mitk; beliebigkonstant [D.19]
B(X7 kX ) =kZ (X)) mit k beliebig konstant

va( X7 kX )= X7 ki2var(x,)+ 281 T3 kikiCov(X;, X, )
[D.20]
Fur unabhangige X;, i=1...n ergibt sich zusétzlich:

E(Hin:lxi ) = [T=(x)

[D.21]
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Va3 kX )= 3 ki2var(x;)
[D.22]

Va3 kX )=k 27 Var(x,)

D.5 Statistische Ungleichungen und Gesetze

Eine der bekanntesten Methoden, Aussagen Uber den Bereich der Realisierung einer Zufallsvariablen zu ma-
chen, ist die Chebyshev’ sche Ungleichung:

2
Pr{|X - H|ZX}S%

[D.23]
Aus dieser Gleichung folgt u.a. auch das Gesetz der grof3en Zahlen. Es besagt, dal? sich der Mittelwert einer
Summe unabhangig identisch verteilter Zufallsvariablen dem Erwartungswert ndhert, wenn n gegen unendlich
geht.

Untersucht man einander paarweise ausschlief3ende Erei gnisse{H i } , die vereinigt den Ereignisraum ergeben,
so kann die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E mit Hilfe des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit berech-
net werden.

Pr{E} =" Pr{E|H} Pr{H;}
[D.24]
Daraus & sich die Bayes sche Formel ableiten

Pr{E|H;}Pr{H;}

;Pr{E|HJ—}Pr{HJ—}

Pr{H;| E} =

[D.25]
Dabei wird Pr{H; | E} asa posteriori Wahrscheinlichkeit bezeichnet.
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Literaturhinweise

Dieeinschlégige Literatur bietet eine gute Einfihrung. Ein Beispiel dafir ist [WONN72]. Hier wird, ausgehend
von Ereignissen mittels graphischer Darstellungen der Weg zum Versténdnis der Statistik geebnet. An ein dhn-
liches Konzept halt sich [TRIV82], der zusétzlich noch viele Beispiele aus der Informatik beinhaltet.

Die wichtigsten Zusammenhange sind in [BOLC89] Kapitel 2.1 und [KLEI74] Appendix 2 kurz, aber genau
dargestellt.

Auchin[ALLE78] in den Kapiteln 2 und 3 ist eine detaillierte Beschreibung zu finden.
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E. Stochastische Prozesse und stochastische K etten

Ein stochastischer Prozef? ist die mathematische Abstraktion eines empirischen Prozesses. Dieser wird durch
eine Familie von Zufallsvariablen {X(t): t T}® dargestellt. Die Indizes der Zufallsvariablen bilden den
Parameterraum T. T bezeichnet zumeist ein Zeitintervall und X(t) eine Beobachtung zum Zeitpunkt t.

Beispiel E.1
Peter und Paul werfen eine ideale (unverfélschte, nicht manipulierte) Minze. Bei "Kopf" zahlt
Peter an Paul 1 Schilling, bei "Zahl" ist es umgekehrt. Den Betrag, den Paul nach n Minzwiirfen

verdient hat, kdnnen wir graphisch anschaulich darstellen:

Sn
A
4 1
3 + o o
2 o o o o}
1+ o o o
1 1 1 1 1 f f % > N

Abb E.1 Darstellung eines moglichen Spielverlaufs
(Die Verbindungen dienen nur der optischen Untermalung)

Alle hier méglichen Verdienste von Paul stellen einen stochastischen ProzeB {S,: n e N} dar. @
Im Beispiel E.1 kénnte S, als eine Summe von n Zufallsvariablen dargestellt werden, d.h.
S, = zin=1 E; =E, +E, +...+ E,. Dabei kann jedes E; die Werte (+1) oder (-1) annehmen (der Wertebereich
von E; istaso {+1-1}, d.h. E; e {+1,-1} ). Weitersist aus vorigem Beispiel folgendes zu erkennen:
® Wie schon anfangs erwahnt, besteht ein stochastischer Prozef auseiner Familie von Zufallsvariablen,
die wir im folgenden mit X,, t € T bezeichnen wollen.
® Der Parameterraum T ist diskret d.h. T={0,1,2,3,...n}. Weitersist er endlich, da anzunehmen ist,
daid Peter und Paul das Spiel irgendwann beenden werden. Ein kontinuierlicher Parameterraum
wird durch seine Schranken dargestellt, soist T ={t:—co <t < +oo} €in Beispiel fur einen kontinu-
ierlichen, unendlichen Parameterraum.
® Die Distanzen zwischen den einzelnen Zeitpunkten miissen nicht unbedingt gleich (&quidistant) sein.
Esist bei obigem Beispiel auch nur schwer vorstellbar, dal3 die Miinze exakt jede Minute geworfen
wird. Wir werden auch in Zukunft die Zeitpunkte mit O, 1, 2, ... bezeichnen, ohne dal3 dadurch
Aquidistanz der Zeitpunkte impliziert wird.

@ bas Symbol e gibt an, da3 t ein Element der Menge T ist.
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Definition E.1 Ein stochastischer Prozef3ist eine Zusammenfassung von Zufallsvariablen, die alle tber demsel -
ben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Werden die einzelnen Zufallsvariablen durch einen Parameter t
gekennzeichnet, so ist der betrachtete stochastische ProzeR die Menge {X(t): t € T}. Dabei durchléuft t ei-
nen nichtleeren Parameterraum T, der fir eine Folge von Zeitpunkten (diskret) oder fir ein Zeitintervall (konti-
nuierlich) steht (endlich oder unendlich).

Definition E.2 Eine stochastische Kette ist ein stochastischer Prozef3, bei dem die Wertebereiche der Zufalls-
variablen X, t € T diskret sind. Die Verteilungen der X, zu jedem Zeitpunkt t miissen im Gegensatz zu den
Wertebereichen nicht die selben sein.

Abb E.2 Beispiele fiir stochastische Prozesse

X4 X4 X(t) X(1)

a) b) c) d)

In Abbildung E.2 sind einige Beispiele fiir stochastische Prozesse mit
a) diskretem Parameter- & Zustandsraum

b) kontinuierlichem Parameter- & diskretem Zustandsraum

c) diskretem Parameter- & kontinuierlichem Zustandsraum

d) kontinuierlichem Parameter- & Zustandsraum

dargestellt.

Literaturhinweise

Eine sehr detaillierte Beschreibung der stochasti schen Prozesse und der stochastischen Ketten sindin [STOC78]
Kapitel 2 und 1, ebenso in [TAKAS9] zu finden.

Eine kurze Erklérung ohne mathematische Umschweife bietet [GROS85] Kapitel 1.10.

Eine sehr verstandliche Einfihrung gibt [TRIV82] Kapitel 6.

Eine kurze Darstellung bietet [LANG92] Kapitel 7.1.2. Eswerden auch der Poisson-Prozef3 und der Geburten-
Todes-Prozef3 behandelt.

@ pie Menge n, gibt die Menge der natirlichen Zahlen n plus Element {0} an.
n,=nuw{o0}
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F. Markovprozesse und Markovketten

Markovprozesse sind stochastische Prozesse, die die Markoveigenschaft erflllen. Diese besagt, dal3 die Zu-
kunft des Systems nur von der Gegenwart, nicht aber von der Vergangenheit abhangen darf. Der Markovprozel3
ist also "gedéachtnisios".

Definition F.1 Ein stochastischer Prozef {X(t):te T} heift Markovproze®, falls fiir eine beliebige Auswahl
von n Werten t; <t, <...<t, aus dem Parameterraum und fir eine beliebige Auswahl von n Zustanden

{X1,%2,.... %, } gilt:

Pr{X(tn) < Xa[X(t1) = Xg,s X(tn-1) = Xn_1} = Pr{X(tn) € Xa|X(tn_s) = X1}
[F1]
Definition F.2 Ein Markovprozef3 heil3t Markovkette, wenn sein Zustandsraum diskret ist. Es handelt sich also
um eine stochastische Kette {X, :te T}, firr die, bei einer beliebigen Auswahl von n Zustanden {x,....x,},
folgendes gilt:

Pr{X,y = Xn[Xq = X000 Xy =X g} = Pr{X = X0 [X 00 = X4}
[F.2]

F.1 Markovketten mit diskretem Parameterraum
Falls die Ubergangswahr scheinlichkeiten Pr{Xn =] |Xn_1 = i} unabhangig von nsind, heif3t die Markovket-

te homogen. Wir kénnen also vereinfachend definieren:

Pij = Pr{xn =] |Xn—1:i}

[F3]
Daraus |4t sich eine Ubergangsmatrix (der 1-stufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten) erstellen.
Pu1 Pr2
P=1pPa P2
[F4]
Die Wahrscheinlichkeit, in m Schritten vom Zustand i in den Zustand j zu gelangen ist definiert als
pij(m) = Pr{Xn+m =] |Xn = i}
[F5]

und kann mit Hilfe der Chapman - Kolmogorov - Gleichung (fir Markovketten mit diskretem Parameterraum)

pij(m) = pik(m_l)pkj m=23,..
“ [F6]
errechnet werden. Um vom Zustand i zum Zustand j in m Schritten zu gelangen, miissen zuerst der Weg von i
nach k in m-1 Schritten und dann der verbleibende Weg von k nach j in einem einzigen Schritt zurlickgel egt
werden. Dadie beiden letztgenannten Ereignisse unabhéngig sind, ergibt das Produkt ihrer Wahrscheinlichkeiten
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die Wahrscheinlichkeit eines moglichen Weges. Werden die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Wege sum-
miert, so erhélt man ;™. Jetzt ist auch absehbar, da p;™ nicht unbedingt gleich p;™ sein muB,

Zustandsraum

A

1 1 1 >» Zeitpunkte

th tnema Chem

Abb F.1Umvom Zustand i im Zeitpunkt t,, zum Zustand j im Zeitpunkt t,,,,, zu gelangen, kann man im Zeitpunkt
th+m-1 ale moglichen Zustande des Zustandsraumes durchlaufen.

Eine Markovkette ist irreduzibel, falls man von jedem Zustand i ausgehend zu jedem anderen Zustand j in
endlich vielen Schritten gelangen kann.

Definition F.3 Eine Markovkette heifdt irreduzibel, wenn es fir jedes Paar von Zusténden i und j eine ganze
Zahl mgibt, fir die gilt:

p;™ >0.
[F7]
Bezeichnet fi (M) diie Wahrscheinlichkeit, vom Zustand i aus nach m Schritten zum ersten Mal in den Zustand
i zurtickzukehren,

£, = Pr{X, =i, X, #ifirk=12,..m-1X, =i}

[F8]
dannist die Wahrscheinlichkeit, Gberhaupt zu i zurlickzukehren, gegeben durch

w o (m)
fi = 24m=1fi
[]
Definition F.4 Falls f <1 ist, heifdt der Zustand i transient. Falls f.=1 ist, heifdt der Zustand i rekurrent. In
diesem Fall ist die mittlere Rekurrenzzeit von i, das ist die mittlere Zeit, um zu i zuriickzukehren, gegeben
durch

o (n)
m =21 nf;

[F.10]
Ist m; =eo, dann heil’t der Zustand i nullrekurrent. Ist m; < o, dann heif3t der Zustand i positiv rekurrent.




111

Definition E.5 Man spricht von einem absorbierenden Zustand i, falls p;; =1 ist. Sobald ein solcher Zustand
betreten wird, kann er nicht mehr verlassen werden.

Definition F.6 Eine Markovkette heil3t aperiodisch, fallsder grofte gemeinsame Teiler der ganzzahligen Menge
{n e [p; ™ > 0} fur alleZustandei

gleich 1ist. Ist der gréfite gemeinsame Teller grof3er als 1, so heifdt die Markovkette periodisch.

Um die obige Definition zu illustrieren, betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel E1
Ein Prozefd kehrt in 5 und 7 Schritten zu einem bestimmten Zustand zurtick. Der Prozef3 ist
aperiodisch, da eine Ruickkehr zu den Zeitpunkten 5,7,10,12,14,15,17,19,20,21,22,24,25,26,27,
... erfolgt.
Betrachten wir einen anderen Prozef3, der nach 3 und 6 Schritten in einen bestimmten Zustand
zurtickkehrt. Er ist periodisch, da eine Rickkehr zu den Zeitpunkten 3, 6, 9, 12, ... erfolgt.

DefinitionF.7 Eine aperiodische, irreduzible und positiv rekurrente K ette heif3t ergodisch.
(Siehe auch Abbildung F.3)

Definition FE.8 Fir eineirreduzible, aperiodische Markovkette existieren immer die Grenzwahrscheinlichkeiten

m=lim,_, Pr{X, =j} fur alej
[F11]
Diese Grenzwahrscheinlichkeiten sind vdllig unabhéngig von ihrer Anfangsverteilung. Sind ale Zustande
transient oder nullrekurrent, soist ; = O fir alej und es existiert keine stationére Verteilung. Sind hingegen
ale Zustande positiv rekurrent (d.h. ergodisch), dannist =; > 0 fur allej und {nj} bezeichnet eine Verteilung
mit 7t; =1/m;. (m; bezeichnet die mittlere Rekurrenzzeit, s.v.)

Die Grenzverteilung ist die einzige Ldsung des folgenden Gleichungssystems:

[F.12]
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Zum vorangegangenen Text abschliefRend noch ein Beispidl:

/1\; " us T
@‘\3/_4/@ @3 .

Abb F.2 Zustandsiibergangsdiagramm einer endlichen Markovkette

Man erkennt in Abbildung F.2, daf3 der Zustand 2 von 1 (und damit auch von 0 aus) erreicht werden kann, aber
nicht umgekehrt. Die Markovkette ist also nicht irreduzibel. Die Zusténde O und 1 sind periodisch, da

Poo™ = py™M >0 n=246,8

Der Zustand 2 hingegen ist aperiodisch. Die Wahrscheinlichkeit fir die erste Riickkehr in den Zustand 0 in
zwei Schrittenist fo(?) = 3/4. Firr ale n# 2 ist f,(" =0, denn um in mehr als zwei Schritten in den Zustand
0 zuriickzukehren, mul3 der Zustand 0 passiert werden. Also gilt:

= fo(n)=§<1

fo = n=1 4

Das selbe gilt fiir den Zustand 1 (f, = f, ). Die Zustande 0 und 1 sind also transient. Der Zustand 2 hingegen ist
positiv rekurrent und absorbierend.

IRREDUZIBEL
Im:p™ >0
TRANSIENT REKURRENT
fi <1 fi =1
PERIODISCH NULLREKURRENT POS. REKURRENT
cGT{n|p;®>0} >1 m; = e m; < e
APERIODISCH APERIODISCH PERIODISCH APERIODISCH PERIODISCH
3 Grenzverteilung 3 Stationdre
GGT{” | pi @ >0} =1 = Stationére Verteilung
Verteilung
ERGODISCH

Abb F.3 Einteilung der irreduziblen Markovketten
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Bemerkung F.1 Daein Markovprozef3 laut Definition "gedéchtnislos” ist, hat die Zeit, in der in einem bestimm-
ten Zustand verweilt wird, auf den Prozef3 keine Auswirkungen. Bei manchen Warteschlangenmodellen kann
diese Einschrankung jedoch nicht beibehalten werden (z.B. M/G/1). Die Verweilzeit in einem bestimmten
Zustand muf? also bekannt sein. Der hier zugrunde liegende stochastische Prozef3 ist nicht "gedachtnislos”,
daher handelt es sich auch um keinen Markovprozef3.

Betrachtet man den stochastischen Prozel3 lediglich zu den sogenannten Regenerationspunkten (das sind die
Zeitpunkte, zu denen ein Zustandsiibergang erfolgt) so hangt die zukiinftige Entwicklung dieses Prozesses nur
von dem soeben errei chten Zustand ab. Die Markoveigenschaft trifft zu und in den urspriinglichen stochastischen
Prozel3 wird eine Markovkette mit diskretem Parameterraum eingebettet. Diese eingebetteten Markovketten
sind ein wichtiges Instrument der Warteschlangentheorie.

F.2 Markovketten mit kontinuierlichem Parameterraum

Die Analyse von Markovketten mit kontinuierlichem Parameterraum erfolgt genauso wie bei Markovketten
mit diskretem Parameterraum. Der einzige Unterschied besteht darin, dal3 ein Zustandswechsel zu jedem Zeit-
punkt innerhalb eines bestimmten Zeitabschnittes erfolgen kann.

Das Verhalten einer Markovkette mit kontinuierlichem Parameterraum &3t sich komplett aus den
Anfangswahrscheinlichkeiten

p;(0)=Pr{X, =i} for ale j
[F.13]
und den Ubergangswahrscheinlichkeiten

pi(st)= Pr{xt =j| Xs= i}

[F14]
bestimmen. Dabei ist die Ubergangswahrscheinlichkeit p;;(st) definiert al's die Wahrscheinlichkeit, um vom
Zustand i in den Zustand j innerhalb eines Zeitraumes s bist zu gelangen.

Eine Grundlage zur analytischen Behandlung von Markovketten mit kontinuierlichem Parameterraum bildet
die Chapman-Kolmogorov Gleichung. Fur beliebige Zeitpunkte t> u>s>0 gilt

pi(st) = P (su)p;(ut)

[F15]
Daraus kénnen die Kolmogorov-Vorwarts-Gleichung

oD
pg(ts- t) =—q;(t)py(st) + Z Pir (s t)ay(t)
r#j

[F.16]
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und die Kolmogorov-Ruckwarts-Gleichung

apij(sv )
ot

=g (9p;(st) - X, G ()P (s t)

T¢J

[F17]
abgeleitet werden. Die beiden nicht-negativen kontinuierlichen Funktionen q;(t) und g(t) sind wie folgt
definiert:

) p;i(t,t+h)
qi(t) = “mneouT
. 1-p;(tt+h)
Qj(0) =iy o~ =
[F.18]
Wenn man eine homogene Markovkette unterstellt, d.h.
g5 (1) = g 9i(t)=q;
p;j(t,t+h) = p;(h)
so 183t sich Gleichung [F.16] wie folgt anschreiben
d pjj (S't)
-, = Pi; ( pir(t—9)q
8'[ J 1 Z} Ir I‘j
[F19]
Mit Hilfe des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit 1823t sich folgender Zusammenhang herstellen:
pi(t)= Z Py (t=9)pi(9
[F20]
Wird Gleichung [F.19] genauso mit p;(s) multipliziert und tber alle i summiert, so ergibt sich
dp; (t)
!T__qj pj(t)+zpr o f
r#j
[F.21]

Bel irreduziblen (jeder Zustand kann von jedem anderen Zustand erreicht werden) Markovketten mit kontinu-
ierlichem Parameterraum existieren immer die Grenzwahrscheinlichkeiten

pj =lim_,.. pj(t)
[F22]
Wie bei den Markovketten mit diskretem Parameterraum sind diese Grenzwahrscheinlichkeiten unabhangig
von ihrer Anfangsverteilung.
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Da sich diese stationéren Wahrscheinlichkeiten mit der Zeit nicht andern, gilt

dp.:
w
dt

Nun kann Gleichung [F.2] zu

0=-q;p; +2prqrj

r#j

[F23]
vereinfacht werden. Zusétzlich mui3 folgende Bedingung erfillt sein:
2pi=1
j
[F.24]
Dabei stellt q;; die stationare Ubergangsrate dar. Die ¢ lassen sich wie folgt berechnen:
g = z a;
j#i
[F25]

Das Gleichungssystem [F.23], [F.24] ist ein wichtiges Instrument in der Warteschlangentheorie. Es ermdglicht
u.a. die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten von Geburten/Todesprozessen.

F.3 Verwendung der Matrizenrechnung

Mit Hilfe der Matrizenrechnung kénnen viele der bisher angefiihrten Gleichungen stark vereinfacht werden.
Weiters kdnnen die bei der Analyse auftretenden Gleichungssysteme leichter gel st werden.

Den Ausgangspunkt bildet die Gleichung [F.21]. Sie lautet in Matrixnotation

p()=p()Q
[F.26]
wobei

p(t) = (Po (1), Py (t), )

ey [ AP0 (1) dpy(t)
p(t)_( dt ' dt )

—Uo Qo1 Qo2
o —O1 O
Qo Qa2 —Q2
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Bei Betrachtung der stationdren Wahrscheinlichkeiten ergibt sich analog zu Gleichung Nummer [F.23]

0=pQ mitp=(po,PyP; )
[F27]
Obige Gleichung gilt fir Markovketten mit diskretem wie auch kontinuierlichem Parameterraum. Bei
Markovketten mit diskretem Parameterraum 183t sich Matrix Q aus der Matrix P (siehe [F.4]) ermitteln

Q=P-I
[F28]
Die Elemente des Vektors lassen sich mit Gleichung [F.11] ermitteln.

Literaturhinweise

Einekurze Zusammenstellung des M aterialshieten [LANG92] Kapitel 7, [ALLE78] Kapitel 4, sowie[ GROS74]
im Anhang.

Etwas genauer behandelt werden die Markovprozesse in [GROS85] Kapitel 1.10. Dort werden auch die einge-
betteten Markovketten (Kapitel 1.10.4) und das Langzeitverhalten von Markovprozessen beschrieben. Die
eingebetteten Markovketten werden auch von [COOP72] Kapitel 5-5 im Zuge des M/G/1-Modells kurz ange-
schnitten.

Sehr verstdndlich ist die Darstellung in [KLEI75] Kapitel 2 und [TRIV82] Kapitel 7 und 8. Eine detaillierte
Beschreibung mit mehreren Beispielen befindet sich in [STOCH78] Kapitel 1 und [FELL68] Kapitel 15 und
16.

[HORN92] bringt eine mathematische Kurzdarstellung tber Markovketten in diskreter und stetiger Zeit. Auch
finden Erneuerungsprozesse und Warteschlangen Eingang.

Besonders erwahnenswert ist [IRAN88] Kapitel 8, mit seiner einleuchtenden Erklarung der Markovketten,
ohne dabel Bezug auf die Theorie der Warteschlangen zu nehmen.
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H. Symbolverzeichnis

A(X)
a(x)

a

bn
B(x)
b(x)

b

Cor (X,Y)
Cov (X,Y)

C

00O

. 0
Nullmatrix 0=

Ankunftsverteilung
Dichte der Anklnfte

Laplace-Transformierte von a (x)

Hemmfunktion, siehe 2.2.4
Bedienzeitverteilung
Dichte der Bedienzeit

Laplace-Transformierte von b (x)

Korrelationskoeffizient zwischen Zufallsvariabler X und Y, siehe [D.18]
Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y, siehe [D.17]

Variationskoeffizient c= 2
u

Wahrscheinlichkeit, dal3 mindestens 1 Bediener im G/M/1-System beschéftigt ist, y = a(1(1- v))

d
Differentialquotient, z.B. d_il(

Differenzenquotient Ay =y,,1 — Y¢;

Deltafunktion A(z) ={

Differenzen-/Differentialoperator Dy, = Y,,1;

Erwartungswert einer Zufallsvariablen, siehe [D.9]

Ereignis
1
1
Spaltenvektor e =
1

Exponentialfunktion, €* =

0 furz<oO
1 furz>0

w X"

o

D"=(A+1)"
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f(x) Dichtefunktion
f(s) Laplace-Transformierte einer Funktion f (t)
F(x) Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Zufallsvariablen X, F(x) = Pr{X <x}
F(2) z-Transformierte einer Funktion f,
r(x) Gamma-Funktion I'(x) = [ " &'t dt
GGT "Grofter Gemeinsamer Teiler’
H. einander paarweise ausschliefRende Ereignisse
K Anzahl der Warteplétze + Anzahl der Bediener
K-m Anzahl der Warteplétze

1 00
010
o . 001
I Einheitsmatrix | =
L mittlere Anzahl der Kunden im System , L = 2?:1 np,,
LA mittlere Anzahl der Kunden im System unmittelbar vor einer Ankunft
L q mittlere Warteschlangenlange
Lq(A) mittlere Warteschlangenl ange unmittelbar vor einer Ankunft
h% effektive Ankunftsrate A" =A(1- p,)
A mittlere Ankunftsrate A = %
M Anzahl der Terminals bzw. Maschinen, siehe 2.2.5
m Anzahl der Bediener
m, mittlere Rekurrenzzeit des Zustandesi, siehe [F.10]
u mittlere Bedienrate u = %
N Zufalsvariable fir Anzahl der Kunden im System
n! n-Faktorielle, n'=n(n-1)(n-2)---3-2-1
n n I
(k) Kombinationen von n unterschiedlichen Elementen bei k Stichproben (k] = h
I(n-k)!
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten p = (p,, P, P, )
Wahrscheinlichkeit, daf? sich der Prozef3 im Zustand j befindet
stationére Wahrscheinlichkeit fur den Zustand |
Zustandsiibergangswahrscheinlichkeit vom Zustand i zum Zustand

Zustandstibergangswahrscheinlichkeit in m Schritten
Produkt Hinzlai =8,8,83 - 18,

Zustandsiibergangsmatrix P = (p”.)
Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X, P(k)= Pr{X <k}

Ubergangswahrscheinlichkeiten des M/G/1-Modells 4.=9
Ubergangswahrscheinlichkeiten des G/M/1-Modells q,= g

i+1-j

i+1
stationdre Ubergangsrate Zustand i — j

Matrix der Ubergangsraten, Q =P-1; Q= (—qi furi=j, o fori = j)
Verzichtsfunktion, siehe 2.2.4

Zufallsvariable Bedienzeit
Bedienzeit des n-ten Kunden

Verkehrsintensitét p =%

mittlere Bedienzeit

Summe Y7 & =a +a, +...+a, 4 +a,
Streuung einer Zufallsgrofie

Varianz einer Zufallsgrof3e, siehe [D.10]
Varianz der Zwischenankunftszeiten

Varianz der Bedienzeiten

Zufallsvariable Zwischenankunftszeit
Zwischenankunftszeit des n-ten Kunden
mittlere Zwischenankunftszeit

Ausdehnung u =%,

Varianz einer Zufallsvariablen, siehe [D.10]
mittlere Antwortzeit / Verwell zeit

mittlere Wartezeit

Wartezeit der n-ten Kunden
Laplace-Transformierte der Antwortzeitverteilung

Laplace-Transformierte der Wartezeitverteilung
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Symbolverzeichnis

X Durchsatz
X, Zufallsvariable in diskretem Raum
X (1) Zufallsvariable in kontinuierlichem Raum

n

d'y

yv.y",y”,y™ 1,2, 3, n. Ableitung einer Funktion y(x); y" = o




